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I. Résultats préliminaires

1 Supposons que A > 0, X > 0 et X ”= 0. Soit i œ [[ 1 ; n ]], alors

(AX)i =
nq

j=1
AijXj

Par hypothèse X ”= 0, donc il existe k œ [[ 1 ; n ]] tel que Xk ”= 0. De plus, X > 0 et la
matrice A est strictement positive, donc AikXk > 0 et pour tout j œ [[ 1 ; n ]],

AijXj > 0

Ainsi, (AX)i =
nq

j=1
AijXj

> AikXk

(AX)i > 0

Finalement, Si A > 0, X > 0, et X ”= 0, alors AX > 0.
Soient i, j œ [[ 1 ; n ]], alors

(|AB|)ij = |(AB)ij | par définition

=
----

nq
k=1

AikBkj

----

6
nq

k=1
|Aik| |Bkj | par inégalité triangulaire.

6
nq

k=1
|A|ik |B|kj

Finalement, (|AB|)ij 6 (|A| |B|)ij

si bien que Si A, B œ Mn(R), alors |AB| 6 |A| |B|.

2 L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne pour tous vecteurs X, Y œ Mn,1(R),
ÈX | YÍ 6 ÎXÎÎYÎ

Ainsi, en posant

X =

Q

ca
|z1|

...
|zn|

R

db et Y =

Q

ca
|w1|

...
|wn|

R

db

on a bien X, Y œ Mn,1(R), et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

nq
k=1

|zk| |wk| 6
3

nq
k=1

|zk|2
4 1

2
3

nq
k=1

|wk|2
4 1

2

3 Les deux questions suivantes auront pour objectif de montrer que l’on a
égalité dans l’inégalité triangulaire si, et seulement si, les images des nombres
complexes sont tous sur la même demi-droite partant de l’origine du plan
complexe.

On écrit z = x + iy, avec x, y œ R. Supposons que
|1 + z| = 1 + |z| (1)

On a |1 + z|2 = (1 + x)2 + y2 = 1 + 2x + x2 + y2 = 1 + 2x + |z|2
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Ainsi, en passant l’égalité (1) au carré, on obtient

|1 + z| = (1 + |z|) =∆ |1 + z|2 = (1 + |z|)2

=∆ 1 + 2x + |z|2 = 1 + 2 |z| + |z|2

=∆ 2x = 2 |z|

|1 + z| = (1 + |z|) =∆ x =


x2 + y2 > 0

donc x > 0. De plus, en passant l’égalité au carré,
x2 = x2 + y2

En conclusion, y = 0 de sorte que

Si |1 + z| = (1 + |z|), alors z œ R+.

Soient z, zÕ œ C, tels que z ”= 0 et vérifiant

|z + zÕ| = |z| + |zÕ|

Divisons par |z|, il vient
----1 + zÕ

z

---- = 1 +
----
zÕ

z

----

On reconnaît le cas (1) et on obtient zÕ

z
œ R+. En posant – = zÕ

z
œ R+, on a

zÕ = –z

4 Quitte à réindexer, on peut supposer que z1 œ Cú, car les zi ne sont pas tous
nuls. Soit k œ [[ 2 ; n ]], alors par inégalité triangulaire,

----
nq

i=1
zi

---- 6 |z1 + zk| +

------

nq
i=2
i ”=k

zi

------
6 |z1| + |zk| +

------

nq
i=2
i ”=k

zi

------
6

nq
i=1

|zi|

Les termes extrêmes de l’encadrement sont égaux par hypothèse, donc l’inégalité est
une égalité et

|z1 + zk| = |z1| + |zk|

Puisque z1 ”= 0, d’après la question 3, il existe –k œ R+ tel que zk = –kz1. En écrivant
z1 = e i ◊ |z1|, on obtient

e i ◊ |zk| = e i ◊ |–kz1| = –ke i ◊ |z1| = –kz1 = zk

et zk = e i ◊ |zk| pour tout k œ [[ 2 ; n ]]

De plus, l’égalité ci-dessus est vraie pour k = 1 par définition de ◊. Il en découle que

÷◊ œ R ’k œ [[ 1 ; n ]] zk = e i ◊ |zk|
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II. Matrices strictement positives de M2(R)

5 La matrice A est de taille 2, son polynôme caractéristique ‰A est donc
‰A = X2 ≠ Tr (A)X + det(A)

soit ‰A = X2 ≠ (a + d)X + ad ≠ bc

6 Le discriminant � de ‰A vaut

� = (a + d)2 ≠ 4(ad ≠ bc)

= a2 + d2 + 2ad ≠ 4ad + 4bc

= a2 + d2 ≠ 2ad + 4bc

= (a ≠ d)2 + 4bc

> 4bc

� > 0 car b et c sont strictement positifs.
Ainsi, ‰A a deux racines réelles distinctes ⁄, µ. Quitte à les échanger, supposons
⁄ < µ. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, ‰A(A) = 0. Par conséquent, A est
annulée par un polynôme scindé à racines simples. Elle est donc diagonalisable et ses
valeurs propres sont les racines de ‰A. Ainsi,

Il existe ⁄, µ œ R vérifiant ⁄ < µ tels que la matrice A soit semblable à
3

µ 0
0 ⁄

4
.

7 Par hypothèse, µ > ⁄. De plus, deux matrices semblables ont la même trace, donc
Tr (A) = ⁄ + µ = a + d

Or, a et d sont strictement positifs d’après la question précédente, donc
⁄ + µ = a + d > 0 et µ > ≠⁄

Finalement, µ > |⁄|

8 D’après la question 6, il existe une matrice P œ GL2(R) telle que

A = P
3

µ 0
0 ⁄

4
P≠1

Une récurrence immédiate montre que pour tout k œ N,

Ak = P
3

µ 0
0 ⁄

4k

P≠1 = P
3

µk 0
0 ⁄k

4
P≠1

Prouvons d’abord l’implication réciproque et supposons que µ = 1. D’après la ques-
tion précédente |⁄| < 1, donc ⁄k ≠≠≠≠æ

kæŒ
0 si bien que

3
1 0
0 ⁄k

4
≠≠≠≠æ
kæŒ

3
1 0
0 0

4

L’application ÏP : M ‘æ PMP≠1 est continue car linéaire en dimension finie, donc

Ak = P
3

1 0
0 ⁄k

4
P≠1 ≠≠≠≠æ

kæŒ
L = P

3
1 0
0 0

4
P≠1

La matrice L est non nulle, car elle est semblable à une matrice de rang 1, donc la
suite (Ak)k converge vers une matrice non nulle L.
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Réciproquement, supposons que Ak ≠≠≠≠æ
kæŒ

L, où L est une matrice non nulle.
Trois cas sont possibles : µ < 1, µ > 1, et µ = 1.

• Si µ < 1, alors 1 > µ > |⁄| > 0 d’après la question 7, donc
3

µk 0
0 ⁄k

4
≠≠≠≠æ
kæŒ

0

et à nouveau, on conclut par continuité de ÏP que

Ak ≠≠≠≠æ
kæŒ

0

Finalement, par unicité de la limite, L = 0. Ceci contredit l’hypothèse.
• Si µ > 1, alors pour tout k œ N, on a

Tr (Ak) = µk + ⁄k

= µk

3
1 + ⁄k

µk

4

> µk

A
1 ≠

--⁄k
--

µk

B

Tr (Ak) > µk

A
1 ≠

3
|⁄|
µ

4k
B

Or, d’après la question 7, pour tout k œ N,
3

|⁄|
µ

4k

6 |⁄|
µ

< 1

donc Tr (Ak) > µk

3
1 ≠ |⁄|

µ

4
≠≠≠≠æ
kæŒ

+Œ

Or, la trace est une application linéaire en dimension finie donc continue.
Par conséquent,

Tr (Ak) ≠≠≠≠æ
kæŒ

Tr (L) < Œ

ce qui constitue une contradiction. On a ainsi prouvé que µ = 1.

En conclusion, La suite
!
Ak

"
kœN converge vers une matrice

non nulle si, et seulement si, µ = 1.

En cas de convergence, on a montré de surcroît que

L = P
3

1 0
0 0

4
P≠1

Comme deux matrices semblables ont le même rang,

La matrice L est de rang 1.

En outre, L2 = P
3

1 0
0 0

42

P≠1 = P
3

1 0
0 0

4
P≠1 = L

Finalement, La matrice L est la matrice d’un projecteur de R2.
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Ce dernier résultat était plus que prévisible. En e�et, pour toute matrice
M œ Mn(K), si l’on suppose que

Mk ≠≠≠≠æ
kæŒ

L œ Mn(K)

alors en particulier M2k ≠≠≠≠æ
kæŒ

L. Or, par continuité de l’application X ‘æ X2,
on a M2k = (Mk)2 ≠≠≠≠æ

kæŒ
L2 et par unicité de la limite L2 = L. Ceci montre

que L est la matrice d’un projecteur de Kn.

9 Déterminons le polynôme caractéristique ‰B de B. Pour cela, calculons la trace
et le déterminant de la matrice B :

Tr (B) = 1 ≠ – + 1 ≠ — = 2 ≠ – ≠ —

et det(B) = (1 ≠ –)(1 ≠ —) ≠ —– = 1 ≠ – ≠ — + —– ≠ —– = 1 ≠ – ≠ —

En procédant comme à la question 5, on trouve
‰B = X2 ≠ (2 ≠ – ≠ —)X + 1 ≠ – ≠ —

Remarquons que 1 est une racine évidente de ‰B. De plus, le produit des racines de
‰B vaut 1 ≠ – ≠ —. Ainsi,

‰B = (X ≠ 1)(X ≠ (1 ≠ – ≠ —))
Les réels – et — sont strictement positifs donc 1 ”= 1 ≠ – ≠ —. Par conséquent, ‰B est
scindé à racines simples et finalement,

La matrice B est semblable à la matrice D =
3

1 0
0 1 ≠ – ≠ —

4
.

Posons S =
3

— 1
– ≠1

4

La matrice S est inversible, car son déterminant vaut ≠— ≠ – ”= 0. De plus,

BS = B
3

— 1
– ≠1

4

=
3

— 1 ≠ – ≠ —

– – + — ≠ 1

4

=
3

— 1
– ≠1

4 3
1 0
0 1 ≠ – ≠ —

4

BS = SD

Finalement, B = SDS≠1 où S =
3

— 1
– ≠1

4
.

Si la matrice S paraît parachutée, il n’en est rien. Pour diagonaliser une ma-
trice, il faut trouver une base de vecteurs propres de cette matrice. Dans le
cas de la matrice S, il su�t d’expliciter un vecteur propre associé à la va-
leur propre 1 et un vecteur propre associé à la valeur propre 1 ≠ – ≠ —,
en l’occurrence :

X =
3

—
–

4
et Y =

3
1

≠1

4
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10 Les réels – et — sont dans ] 0 ; 1 [, donc 1 ≠ – ≠ — œ ] ≠1 ; 1 [ de sorte que

Dk =
3

1 0
0 (1 ≠ – ≠ —)k

4
≠≠≠≠æ
kæŒ

3
1 0
0 0

4

Ainsi, à nouveau par continuité de ÏS

Bk ≠≠≠≠æ
kæŒ

S
3

1 0
0 0

4
S≠1

Calculons S≠1. Puisque det(S) = ≠(– + —), on a

S≠1 = ≠ 1
– + —

3
≠1 ≠1
≠ – —

4

= 1
– + —

3
1 1
– ≠—

4

Ainsi, S
3

1 0
0 0

4
S≠1 = 1

– + —
S

3
1 0
0 0

4 3
1 1
– ≠—

4

= 1
– + —

S
3

1 1
0 0

4

S
3

1 0
0 0

4
S≠1 = 1

– + —

3
— —

– –

4

On a finalement, Bk ≠≠≠≠æ
kæŒ

� où � = S
3

1 0
0 0

4
S≠1

La matrice B est telle que la somme des coe�cients de chacune de ses
colonnes est égale à 1. Ainsi, sa transposée est une matrice positive telle que
la somme des coe�cients de chacune de ses lignes vaut 1. Une telle matrice
est appelée une matrice stochastique. Les matrices stochastiques revêtent une
importance capitale en probabilité.

Si A est une matrice stochastique, son rayon spectral vaut 1. De plus,
un produit de matrices stochastiques est une matrice stochastique et la limite
de matrices stochastiques est une matrice stochastique. Ainsi, les résultats
obtenus dans cette question étaient prévisibles.

On peut montrer que si A œ Mn(R) est une matrice stochastique stric-
tement positive, alors Ak ≠≠≠≠æ

kæŒ
L où L est une matrice de la forme

L =

Q

ccca

–1 –2 · · · –n

–1 –2 · · · –n
...

...
...

–1 –2 · · · –n

R

dddb

où les –i sont positifs et vérifient –1 + –2 + · · · + –n = 1.
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III. Normes sous-multiplicatives sur Mn(C) ; rayon spectral

11 Montrons dans un premier temps que Î · ÎŒ est une norme sur Mn(C).
• Homogénéité : Soient ⁄ œ C et A œ Mn(C). Alors

Î⁄AÎŒ = max
iœ[[ 1 ; n ]]

nq
j=1

|⁄Aij |

= max
iœ[[ 1 ; n ]]

|⁄|
nq

j=1
|Aij |

Î⁄AÎŒ = |⁄| ÎAÎŒ car |⁄| > 0.

• Séparation des points : Soient A œ Mn(C) vérifiant ÎAÎŒ = 0. Soit i œ [[ 1 ; n ]].
On a donc

nq
j=1

|Aij | 6 ÎAÎŒ = 0

C’est une somme négative de termes tous positifs, donc tous les termes sont
nuls. Ceci étant vrai pour tout i œ [[ 1 ; n ]], on en déduit que

’i, j œ [[ 1 ; n ]] |Aij | = 0 soit A = 0
• Inégalité triangulaire : Soient A, B œ Mn(C). Pour tout i œ [[ 1 ; n ]],

nq
j=1

|Aij + Bij | 6
nq

j=1
(|Aij | + |Bij |) =

nq
j=1

|Aij | +
nq

j=1
|Bij | 6 ÎAÎŒ + ÎBÎŒ

Ceci étant vrai pour tout i œ [[ 1 ; n ]], il en découle que
ÎA + BÎŒ 6 ÎAÎŒ + ÎBÎŒ

Ainsi, Î · ÎŒ définit bien une norme sur Mn(C).

Montrons que c’est une norme sous-multiplicative. Pour tout i œ [[ 1 ; n ]],
nq

j=1
|(AB)ij | =

nq
j=1

----
nq

k=1
AikBkj

----

6
nq

j=1

nq
k=1

|Aik| |Bkj | par inégalité triangulaire

6
nq

k=1
|Aik|

nq
j=1

|Bkj |

6
nq

k=1
|Aik| ÎBÎŒ

6 ÎAÎŒÎBÎŒ

Ceci étant vrai pour tout i œ [[ 1 ; n ]], on obtient
ÎABÎŒ 6 ÎAÎŒÎBÎŒ

Finalement,
Î · ÎŒ définit une norme sous-multiplicative sur Mn(C).

12 Pour tous i, j œ [[ 1 ; n ]], posons X =

Q

ca
Ai1

...
Ain

R

db, Y =

Q

ca
B1j

...
Bnj

R

db et appliquons l’inéga-

lité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique de Mn,1(R), on obtient
3

nq
k=1

AikBkj

42
6

3
nq

k=1
A2

ik

4 3
nq

¸=1
B2

¸j

4
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Ainsi, ÎABÎ2 =
A

nq
i=1

nq
j=1

((AB)ij)2
B1/2

=
A

nq
i=1

nq
j=1

3
nq

k=1
AikBkj

42B1/2

6
A

nq
i=1

nq
j=1

3
nq

k=1
Aik

2
4 3

nq
¸=1

B¸j
2
4B1/2

6
3

nq
i=1

nq
k=1

Aik
2
41/2 A

nq
¸=1

nq
j=1

B¸j
2
B1/2

ÎABÎ2 6 ÎAÎ2ÎBÎ2

Par conséquent,

L’application Î · Î2 définit bien une norme sous-multiplicative sur Mn(C).

13 Montrons d’abord que ‹ est une norme sur Mn(C).
• Homogénéité : Soient ⁄ œ C et A œ Mn(C). Puisque N est une norme, on peut

écrire

‹(⁄A) = N(S≠1(⁄A)S) = N(⁄S≠1AS) = |⁄| N(S≠1AS) = |⁄| ‹(A)

• Séparation des points : Soit A œ Mn(C) vérifiant ‹(A) = 0. Alors par définition
de ‹, N(S≠1AS) = 0. Puisque N est une norme, S≠1AS = 0. De ce fait, on
obtient A = S0S≠1 = 0.

• Inégalité triangulaire : Soient A, B œ Mn(C).

‹(A + B) = N(S≠1(A + B)S)

= N(S≠1AS + S≠1BS)

6 N(S≠1AS) + N(S≠1BS)

‹(A + B) 6 ‹(A) + ‹(B)

Ainsi, ‹ est bien une norme sur Mn(C).

Soient A, B œ Mn(C). L’application N est une norme sous-multiplicative, donc

‹(AB) = N(S≠1ABS) = N(S≠1ASS≠1BS) 6 N(S≠1AS)N(S≠1BS) = ‹(A)‹(B)

En conclusion,

L’application ‹ définit une norme sous-multiplicative sur Mn(C).

14 La matrice A appartient à Mn(C), donc son spectre est non vide. Il en va de
même pour S≠1AS. Par ailleurs, deux matrices semblables ont même spectre. Par
conséquent,

’S œ GLn(C) fl(A) = fl(S≠1AS)

15 Toute matrice de Mn(C) est trigonalisable. En particulier,

La matrice A est trigonalisable.
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Notons ⁄1, · · · , ⁄n œ C les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
Il existe donc une matrice P œ GLn(C) telle que

A = P

Q

ccca

⁄1 ú
⁄2

. . .
0 ⁄n

R

dddb
P≠1

On en déduit que Ak = P

Q

ccca

⁄k
1 ú

⁄k
2

. . .
0 ⁄k

n

R

dddb
P≠1

et les valeurs propres de Ak sont ⁄k
1 , · · · , ⁄k

n comptées avec multiplicité. Or, la fonction
puissance x ‘æ xk est croissante sur R+, donc

max
iœ[[ 1 ; n ]]

|⁄i|k =
3

max
iœ[[ 1 ; n ]]

|⁄i|
4k

c’est-à-dire fl(Ak) = fl(A)k

Par ailleurs, la fonction linéaire x ‘æ |–| x est croissante sur R, donc

max
iœ[[ 1 ; n ]]

|–⁄i| = |–| max
iœ[[ 1 ; n ]]

|⁄i|

Or, les valeurs propres de –A sont les –⁄1, · · · , –⁄n. En conclusion,

fl(–A) = |–| fl(A)

16 Soit A œ Mn(C). Soit ⁄ œ sp (A) tel que |⁄| = fl(A). Soit X œ Mn,1(C)r {0} un
vecteur propre de A associé à la valeur propre ⁄. Soit H =

!
X · · · X

"
œ Mn(C)

la matrice dont toutes les colonnes sont égales à X. La matrice H est non nulle, car
X est non nul et

AH =
!

AX · · · AX
"

= ⁄
!

X · · · X
"

= ⁄H

Ainsi, N(A)N(H) > N(AH) = N(⁄H) = |⁄| N(H)

La matrice H étant non nulle, N(H) ”= 0, d’où N(A) > |⁄| et donc

fl(A) 6 N(A)

17 Si M œ Mn(C) et D = diag (d1, · · · , dn), la matrice MD se calcule en multi-
pliant la j-ème colonne de M par dj , La matrice DM s’obtient en multipliant
la i-ème ligne de M par di.

Ainsi, pour tous i, j œ [[ 1 ; n ]], on a

(D≠1
· TD· )ij = (D≠1

· )iitij(D· )jj

Or, D≠1
· = diag (1, ·≠1, . . . , ·1≠n)

donc (D≠1
· TD· )ij = · j≠itij
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18 D’après la question 17, on a pour tout · œ ] 0 ; 1 [, pour tout i œ [[ 1 ; n ]],
nq

j=1

--(D≠1
· TD· )ij

-- =
nq

j=1

--· j≠itij

--

Or, la matrice T est triangulaire supérieure. Par conséquent, pour tout i, j œ [[ 1 ; n ]],

i > j =∆ tij = 0

Ainsi,
nq

j=1

--(D≠1
· TD· )ij

-- =
nq

j=i

--· j≠itij

-- = |tii| + ·
nq

j=i+1
· j≠i |tij | 6 |tii| + ·

nq
j=1

|tij |

La matrice T étant triangulaire supérieure, on a aussi

sp (T) = {tii, i œ [[ 1 ; n ]]}

d’où, fl(T) = max
iœ[[ 1 ; n ]]

|tii|

et
nq

j=1

--(D≠1
· TD· )ij

-- 6 fl(T) + ·
nq

j=1
|tij |

En prenant le maximum pour i parcourant [[ 1 ; n ]] dans l’inégalité ci-dessus, on ob-
tient

ÎD≠1
· TD· ÎŒ 6 fl(T) + ·ÎTÎŒ

Posons ” = Á

ÎTÎŒ + 1 , pour tout · œ ] 0 ; ” [, il vient

ÎD≠1
· TD· ÎŒ 6 fl(T) + Á

En conclusion, ÷” > 0 ’· œ ] 0 ; ” [ ÎD≠1
· TD· ÎŒ 6 fl(T) + Á

19 D’après la question 15, A est trigonalisable. Il existe donc une matrice T trian-
gulaire supérieure et une matrice inversible P œ GLn(C) vérifiant

A = PTP≠1

D’après la question 14, fl(T) = fl(A)

De plus, d’après la question 18, il existe ” > 0 tel que pour tout · œ ] 0 ; ” [,

ÎD≠1
· TD· ÎŒ 6 fl(T) + Á

D’après la question 11, Î · ÎŒ est une norme sous-multiplicative. Par ailleurs, la
matrice PD· est inversible comme produit de deux matrices inversibles. Les condi-
tions de la question 13 sont vérifiées et N : M ‘æ Î(PD· )≠1MPD· ÎŒ définit bien une
norme sous-multiplicative sur Mn(C). De plus,

N(A) = ÎD≠1
· P≠1APD· ÎŒ = ÎD≠1

· TD· ÎŒ

Finalement, Pour tous A œ Mn(C) et Á > 0, il
existe une norme N sous-multiplicative
sur Mn(C) vérifiant N(A) 6 fl(A) + Á.
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20 Nul besoin de préciser la norme pour laquelle la suite (Ak)kœN converge, car
en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, et dim (Mn(C)) < Œ.

Montrons tout d’abord l’implication directe. Pour cela, supposons que la suite
(Ak)kœN tende vers 0. Par définition, ÎAkÎŒ ≠≠≠≠æ

kæŒ
0. D’après la question 11, l’ap-

plication Î · ÎŒ est une norme sous-multiplicative donc d’après la question 16, on a

ÎAÎŒ > fl(A)

Or, d’après la question 15,

fl(A)k = fl(Ak) 6 ÎAkÎŒ ≠≠≠≠æ
kæŒ

0

donc fl(A)k ≠≠≠≠æ
kæŒ

0. Ceci n’est possible que si fl(A) < 1.
Réciproquement, supposons que fl(A) < 1. Soit Á > 0 tel que fl(A)+Á < 1 (on peut

prendre par exemple Á = (1 ≠ fl(A))/2). D’après la question 19, il existe une norme
N sous-multiplicative telle que

N(A) 6 fl(A) + Á < 1

Puisque N est sous-multiplicative,

N(Ak) 6 N(A)k ≠≠≠≠æ
kæŒ

0

donc Ak ≠≠≠≠æ
kæŒ

0. Finalement,

La suite (Ak)kœN converge vers la matrice nulle si, et seulement si, fl(A) < 1.


