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I. RESULTATS PRELIMINAIRES

Supposons que A >0, X > 0 et X # 0. Soit ¢ € [1;n], alors
n
]:

Par hypotheése X # 0, donc il existe k € [1;n] tel que X # 0. De plus, X > 0 et la
matrice A est strictement positive, donc A;, Xy > 0 et pour tout j € [1;n],

Ainj >0
Ainsi, (AX); = > Ay X
j=1
> A Xy
(AX), >0

Finalement, ’Si A>0,X2>20,et X#0,alors AX > 0.

Soient 4,5 € [1;n], alors
(|AB|)i; = [(AB);;] par définition

> AjBy,
=1

/N

n
> |Aul|Brj|  par inégalité triangulaire.
k=1

/N
M=

p 1|A|ik Bl
Finalement, (|AB)i; < (JA]|B])i;

si bien que [Si A, B € .#,(R), alors |AB| < |A||B].|

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne pour tous vecteurs X, Y € ., 1(R),
(XY) < [IXY
Ainsi, en posant
|21 |wi
X = et Y= :
|2n] |wy|

on a bien X,Y € ., 1(R), et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

i |2 | |wi| < (i Zk|2>é(z": |wk|2>é

k=1 k=1

Les deux questions suivantes auront pour objectif de montrer que l'on a
égalité dans I'inégalité triangulaire si, et seulement si, les images des nombres
complexes sont tous sur la méme demi-droite partant de l'origine du plan
complexe.

On écrit z = x + iy, avec z,y € R. Supposons que
1+ 2 =1+ |z (1)
On a N4zl =0+a)?+y?=1+20+22+y? =142z + |2
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Ainsi, en passant I’égalité (1) au carré, on obtient
142 = (1+2]) = |1+ 2" = (1 +2])?
— 142+ 2P =1+2|z| + |2
= 2z = 2|7

M+zl=04z]) = 2z=224+y2>>0

donc x > 0. De plus, en passant 1’égalité au carré,
22 = 22 4 ¢

En conclusion, y = 0 de sorte que

[Si [14 2] = (1+]2]), alors z € R, |

Soient z, 2’ € C, tels que z # 0 et vérifiant

|24+ 2'[ = |2+ |2/]
Divisons par |z|, il vient
! /
'1 +i=142
z z

2 k4
On reconnait le cas (1) et on obtient — € R;. En posant « = — € R, on a
z z

Z = oz

Quitte & réindexer, on peut supposer que z; € C*, car les z; ne sont pas tous
nuls. Soit k € [2;n], alors par inégalité triangulaire,

n

PIE

=1

n n n
<lan ozl + | 22| <ol + 2| + | 22| < X i
Z g1 =

Les termes extrémes de I’encadrement sont égaux par hypothese, donc I'inégalité est
une égalité et

|21 + 21| = |21] + [2x]

Puisque z; # 0, d’apres la question 3, il existe ay € Ry tel que zx = agz;. En écrivant
21 = e'?|z|, on obtient

el 2] = e'f a1 | = ape'? |z1| = agz1 = 2
et 2, = e'?|2z;| pour tout k € [2;n]

De plus, I'égalité ci-dessus est vraie pour k = 1 par définition de 6. Il en découle que

’39€R Vke[1l;n] zk:ei9|zk|‘
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II. MATRICES STRICTEMENT POSITIVES DE M, (R)

La matrice A est de taille 2, son polynome caractéristique ya est donc
xa = X2 —Tr (A)X + det(A)
soit ’XA:X2f(a+d)X+adfbc‘

@ Le discriminant A de ya vaut
A = (a+d)? — 4(ad — be)
a? + d? + 2ad — 4ad + 4bc
= a® + d? — 2ad + 4bc
= (a —d)? + 4bc
> 4be

car b et ¢ sont strictement positifs.

Ainsi, xa a deux racines réelles distinctes A, p. Quitte a les échanger, supposons
A < u. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, ya(A) = 0. Par conséquent, A est
annulée par un polynéme scindé a racines simples. Elle est donc diagonalisable et ses
valeurs propres sont les racines de xa. Ainsi,

0
Il existe A\, 4 € R vérifiant A\ < p tels que la matrice A soit semblable & (g )\>'

Par hypothese, ;1 > A. De plus, deux matrices semblables ont la méme trace, donc
Tr(A)=A+p=a+d
Or, a et d sont strictement positifs d’apres la question précédente, donc
A+ pu=a+d>0 et w>—A

Finalement, > Al

D’apres la question 6, il existe une matrice P € GLy(R) telle que

p O\ 5 g
A=P P

Une récurrence immédiate montre que pour tout k € N,

k k
w0 _ pe0y
wep (1) b (1 0) o

Prouvons d’abord I'implication réciproque et supposons que p = 1. D’apres la ques-
tion précédente |\ < 1, donc A¥ k—> 0 si bien que
—00

10 10
0N/ koo \0O

L’application ¢p : M — PMP~! est continue car linéaire en dimension finie, donc
10 10
AF =P P! —L=P p-!
(O )\k) k—o0 00
La matrice L est non nulle, car elle est semblable & une matrice de rang 1, donc la
suite (A*);, converge vers une matrice non nulle L.
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Réciproquement, supposons que A k—> L, ou L est une matrice non nulle.
— 00
Trois cas sont possibles: p <1, p > 1, et p=1.
e Sip <1, alors 1> p > |\ >0 dapres la question 7, donc

k
w0
<0 )\k) k— o0 0

et & nouveau, on conclut par continuité de ¢p que

A — 50

k—o0

Finalement, par unicité de la limite, L = 0. Ceci contredit ’hypothese.

e Sip > 1, alors pour tout £ € N, on a

Tr (A%) = pF + 2k

()
> p (1 - Bi’)
(-2

Or, d’apres la question 7, pour tout k € N,

k
<|/\> <m<1
jz 7

A
donc Tr (AF) > p¥ (1 - ||) — +00
7 k—o0

Or, la trace est une application linéaire en dimension finie donc continue.
Par conséquent,

Tr (A*) —— Tr (L) <

k—o0

ce qui constitue une contradiction. On a ainsi prouvé que p = 1.

En conclusion, La suite (Ak) pen COnverge vers une matrice
non nulle si, et seulement si, p = 1.

En cas de convergence, on a montré de surcroit que

10\
L=P p-1
00

Comme deux matrices semblables ont le méme rang,

’La matrice L est de rang 1. ‘

2
10 10
E t L2=P P~l=P Pl=L
ot () b (1)

Finalement, La matrice L est la matrice d’un projecteur de R2.
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Ce dernier résultat était plus que prévisible. En effet, pour toute matrice
M € #,,(K), si on suppose que

MF —— L € #,(K)

k—o0
alors en particulier M?* k—) L. Or, par continuité de 'application X + X2,
—00

on a M2k = (M*)? PR L? et par unicité de la limite L? = L. Ceci montre
— 00

que L est la matrice d’un projecteur de K™.
@ Déterminons le polynéme caractéristique xg de B. Pour cela, calculons la trace
et le déterminant de la matrice B:
TrB)=1-a+1-=2—-a-p
et detB)=(1-a)(1-8)—pa=1-a—-F+fa—-PLa=1—a—-pf
En procédant comme a la question 5, on trouve
x8=X?-2—-a-B)X+1—-a-p8
Remarquons que 1 est une racine évidente de xg. De plus, le produit des racines de
xB vaut 1 — a — 5. Ainsi,
xg=X-1)X-(1-a-p)

Les réels a et 8 sont strictement positifs donc 1 # 1 — « — 5. Par conséquent, xp est
scindé a racines simples et finalement,

1 0
La matrice B est semblable a la matrice D = ( >

0Ol—-a-p
Posons Sz(ﬂ 1)

a —1

La matrice S est inversible, car son déterminant vaut —f8 — a # 0. De plus,

1
-
()
aa+p-1
) ias)
a—-1/)\0 1—a—-p
BS =SD
Finalement, B =SDS! oﬁSz(ﬁ 1).
a —1

Si la matrice S parait parachutée, il n’en est rien. Pour diagonaliser une ma-
trice, il faut trouver une base de vecteurs propres de cette matrice. Dans le
cas de la matrice S, il suffit d’expliciter un vecteur propre associé a la va-
leur propre 1 et un vecteur propre associé a la valeur propre 1 — a — f3,

en 'occurrence :
o —1
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Lesréelsaetﬁsont dans ]0;1[, donc 1 — o — 3 € ] —1;1[ de sorte que

b= ((1) o /3>k) e ((1) 8)

Ainsi, a nouveau par continuité de ¢g

10
k —1

Calculons S™!. Puisque det(S) = —(a + ), on a

1 1 -1 -1
5= a+,8<—a 6)

1 1 1
a+ (a —ﬁ)

10 1 10 11
Ainsi S St = S
e (0 0) a+p (0 o) (a B)
1 11
_a+6s(oo>
10\, 1 g B
S<00>S a+6<aa>
10
On a finalement, Bk—>AOﬁA=S( )S_1
k—o0 00

La matrice B est telle que la somme des coefficients de chacune de ses
colonnes est égale a 1. Ainsi, sa transposée est une matrice positive telle que
la somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1. Une telle matrice
est appelée une matrice stochastique. Les matrices stochastiques revétent une
importance capitale en probabilité.

Si A est une matrice stochastique, son rayon spectral vaut 1. De plus,
un produit de matrices stochastiques est une matrice stochastique et la limite
de matrices stochastiques est une matrice stochastique. Ainsi, les résultats
obtenus dans cette question étaient prévisibles.

On peut montrer que si A € ., (R) est une matrice stochastique stric-
tement positive, alors A¥ —— L o L est une matrice de la forme

k—o0
al a2 ... an
al a2 ... an
L =
al a2 ... an

ou les oy sont positifs et vérifient oy + ap + -+ - + «, = 1.
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III. NORMES SOUS-MULTIPLICATIVES SUR M, (C) ; RAYON SPECTRAL

Montrons dans un premier temps que || - ||oo est une norme sur .#,(C).
e Homogénéité: Soient A € C et A € #,(C). Alors

Ao = S A
Al = 35 AA|
= max |\ A
ic 1;n]]| |j:1| 3|
[AAfloo = Al Al car [A| > 0.
e Séparation des points: Soient A € ., (C) vérifiant ||Al|oc = 0. Soit i € [1;n].

On a donc
n
Zl [Aij| < [[Alls =0
j=
C’est une somme négative de termes tous positifs, donc tous les termes sont
nuls. Ceci étant vrai pour tout ¢ € [1;n], on en déduit que
Vi,je[1l;n] |Aij| =0 soit A=0
e Inégalité triangulaire: Soient A, B € .#,,(C). Pour tout i € [1;n],

n

n n n
1 [Aij + Bij| < X2 (JAij| + [Byl) = 21|Aij| + Z1 Bij| < |Alloc + IIBlloo

Jj=1

j
Ceci étant vrai pour tout i € [1;n], il en découle que

A+ Blloo < [[Alloc + [IBloc

Ainsi, || - ||eo définit bien une norme sur .#,(C).

Montrons que c’est une norme sous-multiplicative. Pour tout ¢ € [1;n],

n n n
[(AB)ij| = >0 | > AuBuy
j=1 j=1 k=1
n n
< Y0 > |Aik||Bgj| par inégalité triangulaire
]zlk:l N
< 22 |Aikl X2 Buyl
k=1 j=1
n
< 3 Al Bl
k=1
< 1Al [Bllos

Ceci étant vrai pour tout ¢ € [1;n], on obtient
[AB[loo < [[Alloc[IBlloo

Finalement,
’ | - lo définit une norme sous-multiplicative sur .4, (C). ‘
Ai By,
Pour tous i, € [1;n], posons X = LY = et appliquons l'inéga-
Ain an

lité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique de .7, 1(R), on obtient

(Spuna) < (£ (£
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1/2
Ainsi, |AB|l2 = (Z > ((AB)ij)2>

< (;12 (ElAizf)

< (z ZAM) (z zM)
i=1k=1 j
JABll2 < IA ]l B2

Par conséquent,

’L’application I - ||2 définit bien une norme sous-multiplicative sur ., (C). ‘

Montrons d’abord que v est une norme sur .#,(C).
e Homogénéité: Soient A € C et A € #,(C). Puisque N est une norme, on peut
écrire
v(AA) = N(S7H(AA)S) = N(ASTLAS) = |A|N(STTAS) = |\ v(A)
e Séparation des points: Soit A € .4, (C) vérifiant v(A) = 0. Alors par définition

de v, N(S7tAS) = 0. Puisque N est une norme, S"*AS = 0. De ce fait, on
obtient A = S0S~! = 0.

e Inégalité triangulaire: Soient A, B € ., (C).

v(A 4+ B) = N(S7!(A + B)S)
(ST'AS +S7!BS)
(STTAS) + N(S7'BS)
v(A) +v(B)

Ainsi, v est bien une norme sur ., (C).

Soient A, B € #,,(C). L’application N est une norme sous-multiplicative, donc
v(AB) = N(S7!ABS) = N(S7tASS™!BS) < N(S~1AS)N(S™!BS) = v(A)v(B)

En conclusion,

’L’application v définit une norme sous-multiplicative sur .4, (C). ‘

La matrice A appartient & .#,(C), donc son spectre est non vide. Il en va de
méme pour S™!AS. Par ailleurs, deux matrices semblables ont méme spectre. Par
conséquent,

VS € GLA(C) _p(A) = p(S'AS)|

Toute matrice de .#,,(C) est trigonalisable. En particulier,

’ La matrice A est trigonalisable. ‘
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Notons A1,---, A, € C les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
11 existe donc une matrice P € GL,,(C) telle que

Al *
A2
A=P p!
0 An
Ak *
A5
On en déduit que Ak =P ) p-!
0 A\
et les valeurs propres de A* sont AF,--- | \F comptées avec multiplicité. Or, la fonction

puissance x — z¥ est croissante sur R,, donc

k
max | \|" = < max |)\1>
i€[1;n] i€[1;n]

c’est-a-dire p(AF) = p(A)*

Par ailleurs, la fonction linéaire x — || 2 est croissante sur R, donc

max _|aX;| = |a| max |\
i€[1;n] i€[1l;n]
Or, les valeurs propres de A sont les a)y, -+, a\,. En conclusion,

[ p(aA) = |a] p(A) |

Soit A € .#,(C). Soit A € sp (A) tel que |A| = p(A). Soit X € .4, 1(C)~ {0} un
vecteur propre de A associé & la valeur propre . Soit H= ( X ‘ e ‘ X ) € #,(C)
la matrice dont toutes les colonnes sont égales & X. La matrice H est non nulle, car
X est non nul et

AH=(AX |- |AX )=X(X |-+ |X )=)MH
Ainsi, N(A)N(H) > N(AH) = N(AH) = || N(H)
La matrice H étant non nulle, N(H) # 0, d’ott N(A) > || et donc

p(A) <N(A)

SiM € #,(C) et D = diag(dy,- - ,dy), la matrice MD se calcule en multi-
pliant la j-éme colonne de M par d;, La matrice DM s’obtient en multipliant
la i-éme ligne de M par d;.
Ainsi, pour tous 4,j € [1;n], on a
(DZ'TD;)ij = (D7 iiti; (D7)

Or, D! =diag (1,771,...,7t7")

donc ’ (D;lTDT)U = Tjiitij
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D’apreés la question 17, on a pour tout 7 € ]0;1[, pour tout ¢ € [1;n],
n n L
> [(DFITD,)i5] = 3 |77 5]
j=1 j=1
Or, la matrice T est triangulaire supérieure. Par conséquent, pour tout 7,5 € [1;n],
1> ) = tij =0

Ainsi,

> (D7D )| = 30 |77 | = Ml + 7 2 777 [tgl < Jtasl + 720 [t
|
j=1 j=i =it j=1

La matrice T étant triangulaire supérieure, on a aussi

sp(T) ={tu,i€[1;n]}

d’ou, p(T) = max _|t;]
i€[1;n]
et Zl [(D7'TD:)i5| < p(T) + T'Zl [t
J= J=

En prenant le maximum pour ¢ parcourant [1;n] dans 'inégalité ci-dessus, on ob-
tient

[D'TD+|loe < p(T) + 7T 00

€
Posons 6 = ———— pour tout 7 € ]0;4 [, il vient
[Tlloo +1

ID7ATD,[|s < p(T) +¢

En conclusion, ’3(5 >0 Vrel0;8] |ID7'TD. | < p(T) + 5‘

D’apres la question 15, A est trigonalisable. Il existe donc une matrice T trian-
gulaire supérieure et une matrice inversible P € GL,,(C) vérifiant

A =PTP!
D’apres la question 14, o(T) = p(A)
De plus, d’apres la question 18, il existe § > 0 tel que pour tout 7 € ]0;4 |,
D7 'TD;||oo < p(T) +¢

D’apres la question 11, || - || est une norme sous-multiplicative. Par ailleurs, la
matrice PD. est inversible comme produit de deux matrices inversibles. Les condi-
tions de la question 13 sont vérifiées et N : M +— [|(PD,) "'MPD, || définit bien une
norme sous-multiplicative sur ., (C). De plus,

N(A) = |[D7'P7'APD, ||« = [|D7'TD; ||

Finalement, Pour tous A € #,(C) et ¢ > 0, il
existe une norme N sous-multiplicative
sur 4, (C) vérifiant N(A) < p(A) +e.
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Nul besoin de préciser la norme pour laquelle la suite (A¥),en converge, car
en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, et dim (.#,(C)) < oco.

Montrons tout d’abord I'implication directe. Pour cela, supposons que la suite
(A*)ken tende vers 0. Par définition, ||A¥||s P 0. D’apres la question 11, I'ap-
—00

plication || - || est une norme sous-multiplicative donc d’aprés la question 16, on a
Al = p(A)
Or, d’apres la question 15,
p(A)F = p(A") < Ao —— 0
k—o0

donc p(A)F = 0. Ceci n’est possible que si p(A) < 1.
c— 00

Réciproquement, supposons que p(A) < 1. Soit € > 0 tel que p(A)+e < 1 (on peut
prendre par exemple ¢ = (1 — p(A))/2). D’aprés la question 19, il existe une norme
N sous-multiplicative telle que

NA)<p(A)+e<1
Puisque N est sous-multiplicative,

N(A*) < N(A)* —— 0

k—o0

donc A¥ —— 0. Finalement,
k—o0

’La suite (A¥)ren converge vers la matrice nulle si, et seulement si, p(A) < 1. ‘




