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PRELIMINAIRES

Pour tout = € R*, on définit la fonction g, sur R par
gw<t) =e "t

Ces fonctions sont de classe € sur ]0;+00[. On a, d’apres le théoréme des crois-
sances comparées, pour tout x € R,

9z(t) =, o (;)

et t — 1/t% est une fonction intégrable sur [1;+00[. De plus, pour tout = € R,

9z (t) ~ Tt

t—0t

Par équivalence avec une intégrale de Riemann en 0, pour tout z € R, la fonction g,
est intégrable sur |0;1] si et seulement si  — 1 > —1, c’est-a-dire, si et seulement
si > 0. Ainsi, g, est intégrable sur ] 0;+o0 [ pour tout = > 0, donc

’La fonction I' est bien définie sur R7.

Soit & > 0. Calculons I'(z 4+ 1) a Paide d’une intégration par parties. Les fonc-
tions ¢ — —e ~t et t — t* sont de classe € sur R*, donc de classe €. De plus,

lim —e %* = lim —e %* =0
t—0+ t—+00
+00
Ainsi, [(z+1)= / e tt* dt
0

—ty2] 00 e —tyx—1
=[—e U"], " + ze ftr b dt
0

= lim —e " — lim —e '* 4 2T (x)
t—+o00 t—0+

Iz +1) =al(x)

’Pour tout > 0, I'(z + 1) = zI'(z). ‘

Soit la propriété définie pour n € N* par
Pn): T'(n)=(n-1)!
Démontrons-la par récurrence.

o (1) est vraie: en effet, on a

+0oo
I‘(l):/ e tdt= lim —e '+e'=1=0!
0 t—+o0
e Z(n)= H(n+1): Soit n € N* tel que H(n) est vraie. Montrons alors
que Z(n+1) est vraie. Par I’hypothése de récurrence et la propriété ci-dessus,
on obtient

P(n+1)=nl'(n)=n(n—1)!=n!

e Conclusion: D’apres le principe de récurrence,

’VnEN* F(n):(n—l)!‘
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Soit (1n),,cy une suite de limite nulle. Définissons pour tout entier naturel n
la fonction f,, sur [0;t] par

Yu € [0;t] Jn(u) = [ f(t +nn,u) — f(L,u)|

La fonction f étant continue sur le pavé [0;a]? et la suite (1,),oy tendant vers 0,
il s’ensuit que la suite de fonctions (f,),y converge simplement vers la fonction
nulle. De plus, la fonction f étant continue sur le pavé [0;a]?, |f| y atteint un
maximum, noté || ||, et f est continue en chacune de ses variables. En particulier,
la suite de fonctions (f,),cy est une suite de fonctions continues. Alors, pour tout
entier naturel n, et pour tout u € [0;¢], on a d’aprés I'inégalité triangulaire

[Fn ()] < 2[[flloo

Or, la fonction u — 2| ]| est intégrable sur I'intervalle borné [0;¢]. Ainsi le théo-
reme de convergence dominée assure

t t
lim h(n,) = lim [ f.(u) duz/OduzO
0 0

n—+oo n—+oo

Ceci étant vrai pour tout suite (7,)
nous assure que

nens 1a caractérisation séquentielle de la limite

lim h(n) =0

n—0

Une version hors programme du théoreme de Heine permet de conclure.
Ce théoreme est en fait vrai en toute dimension finie. On peut donc re-
faire la preuve de la facon suivante: la fonction f étant continue, définie sur
le pavé [0;a]?, le théoréme de Heine assure son uniforme continuité sur ce
pavé. Soient donc ¢ > 0 et ¢ € [0;a]. Alors il existe § > 0 tel que pour
tout n € [t — ;¢4 4], on ait pour tout u € [0;a]

|f(t+7]7u) _f(tvu)| <e
Ainsi, pour tout n € |t —d;t+0[N[—t;a —t],
t
o) = [ 11+ n0) = Flt0)] du <t
0
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient

L 2(n) =0

La fonction f est continue sur [0;a]?. Le théoréme de la borne atteinte

assure que |f| y atteint un maximum, noté || f|e. Soit g la fonction définie pour
tout t € [0;a] par

gm:Afmwm
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Soient t € [0;a] fixé et n € [—t;a — t]. D’apres I'inégalité triangulaire, on a

/ flt+nu duf/ftudu

A(fu+n,> £t w)) dul +

lg(t+n) —g(t)] =

<

t+n
<hmy+[ [+ 7, w)] du

lg(t +n) = g(®) < h(n) + 0l flle

La question 2-a-i permet alors de conclure par somme de limites que

Lim Jg(t +n) —g(t)| =0

t

La fonction ¢t — [ f(¢,u) du est continue sur [0;a].
0

Il est tentant d’essayer d’appliquer le théoréme de continuité des fonctions
définies par une intégrale a parameétre. Toutefois cette approche est vouée
a l’échec. En effet, la borne supérieure de l'intégrale dépend du parametre.
Le méme probléme apparaitra plus tard dans le sujet. Il faudra donc faire
particulierement attention.

t
La question 2-a-ii assure la continuité de la fonction ¢ +— / f(t,u) du sur
0

lintervalle [0;a]. Le théoréme fondamental de ’analyse assure donc que

La fonction F est dérivable et pour tout z € [0;a], F/(z) = / f(z,u) du
0

D’apres le théoréme fondamental de 'analyse,

B
5)= [ itayar

On va appliquer le théoreme de dérivation des fonctions définies par une
intégrale & parameétre. Soit || f||oo le maximum de |f| sur [0;a]?, qui existe puisque
la fonction f y est continue.

e Pour tout u € [0;a] fixé, le théoréme fondamental de Panalyse assure que la
fonction

B
B€0;a] |—>/ ft,u)dt

est de classe ¢! sur [0;a]. En particulier, elle est continue.

e Le théoréme fondamental de I’analyse assure de plus que pour 5 € [0;a],

B
% <5 ._>/u f(t,u) dt) (u, B) = f(B, u)

On en déduit que cette fonction est continue par morceaux en la variable w.
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e La fonction f est continue sur le pavé [0; a] 2. En particulier, elle est continue en
chacune de ses variables. De surcroit, pour tous ¢t,u € [0;a], |f(t, u)| < || f]loo
et la fonction constante u +— ||f|lco est une fonction intégrable sur le seg-
ment [0;3]. Ainsi, pour § fixé, le théoréme de continuité des intégrales a pa-
rametre assure que la fonction définie sur [0;a] par

B
ur— [ f(t,u)dt
0

est continue. Par suite, comme

/uﬁf(t,u)dt:/Oﬁf(t,u)dt_/ouf(t’u)dt

et que la question 2-a-ii assure la continuité de

un—>/uf(t,u) dt
0

on obtient la continuité de la fonction, & parameétre § € [0;a] fixé, définie par

E[O;a}»—>/ﬁf(t,u)dt

e Enfin pour tous u, 8 € [0;a], |f(B,u)] < ||flloo et u || f]loo est intégrable sur
le segment [0;a].

Le théoréme de dérivation des fonctions définies par une intégrale & parametre permet

alors de conclure que
5) = [ #p.0)du
0

Remarquons que G(x) = h(z,z) pour tout x € [0;a] et h est une fonction
de classe ¢! sur [0;a]?. La fonction identité est de classe € sur [0;a]. La regle
de la chaine appliquée & x — h(id(z),id(z)) assure donc que G est dérivable et que
pour tout = € [0;a],

Oh Oh oh
557 = 5 @o) + S (@)

op
En utilisant les questions 2-b-i et 2-b-ii, on calcule

/ft:v dt—l—/f:cu

c’est-a-dire / f(z,u)

G/ () = 1 (2) 0 (2, 2) +1d ()

Les questions 2-a-iii et 2-b-iii montrent que
Vo e [0;a] F'(z) = G'(2)

Par suite, la fonction F —G est constante. Or F(0) = 0 = G(0), c’est pourquoi F = G,
en particulier F(a) = G(a), d’ou

Aadt</0tf(t,u)du> :Aadu</uaf(t,u)dt>
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Soient f,g:[0;+00[ = R des fonctions continues et a € R, . Définissons
N [0;a]2 — R
a’{WW)H%f@—ﬂﬂw
La fonction h, est continue sur [0;a]? comme produit de fonctions continues. D’apres
la question 2-a-ii appliquée & h,, on obtient que la fonction fxg: z — /lha(x, t)dt
0

est continue sur [0;a]. Ceci étant vrai pour tout réel positif a, on en déduit

’La fonction f * g est continue sur [0;+00 . ‘

Le produit de convolution est une sorte de moyenne pondérée. 1l s’agit de
mettre pour poids I'autre fonction, mais parcourue en sens inverse.

Soit 2 € [0; +00[. La fonction u : t — x —t est de classe € sur [0;x]. On peut
donc faire ce changement de variable dans le produit de convolution. On obtient,
pour tout « € [0;+00],

0 x
<f*muw=/ —ﬂ@ﬂw—de=[:mw—wﬂwdu=@*fmw

c’est-a-dire ’Le produit de convolution est commutatif. ‘

Soient f,g et h des fonctions continues sur [0;+o00[. On a pour z > 0,

amm*mm=47hmm—wm -[([ fx—FW)UMﬂM>M

En appliquant le changement de variable affine v = u + ¢ dans 'intégrale intérieure,

(f + g) * bz /(/fx—v v—t)h(t)d)dt

. {[O;x] — R
U tw) s f@—v)glw— i)

est continue par opérations usuelles. On peut donc lui appliquer la question 2-c¢. Ainsi,

(F +g) + h(z / (/fx—v v—t)h(t)dt) dv:/oxf(x—v)(g*h(v))dv

Autrement dit, (f * g) *x h(z) = f * (g * h)(z) pour tout z € [0; +00 [, c’est-a-dire

La fonction

’ Le produit de convolution est associatif. ‘

La linéarité de l'intégrale implique que le produit de convolution est distri-
butif sur I'addition, a gauche comme a droite. Cela permet d’obtenir une
structure de pseudo-anneau commutatif (c’est-a-dire un anneau commutatif
sans élément neutre pour la multiplication) pour Pensemble des fonctions
continues sur [0;+00 [ et & valeurs réelles. L’absence de neutre pour 'opéra-
tion * peut étre compensée par l'utilisation d’une suite de fonctions (uy),, ¢y
telle que pour toute fonction continue f :[0;+oo[ — R, la suite (un * f), oy
converge vers f. On appelle une telle suite une approximation de I'unité.
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Soient f d’ordre exponentiel et des réels M et r associés. Fixons s > r et
considérons la fonction g définie par g(t) = e ~*!f(t) pour tout t € [0;+00[. On a
alors pour tout ¢t > 0,

lg(t)] < Me (=1t

Puisque s — r > 0, on reconnait alors que le majorant est une fonction intégrable
sur [0; +oo[. Il s’ensuit alors que la fonction g est elle-méme intégrable, c’est-a-dire

’La quantité L(f)(s) est bien définie pour tout s > r.

La transformée de Laplace permet de transformer certaines équations diffé-
rentielles en équations fonctionnelles. Elle est donc tres utile pour leur résolu-
tion. Ceci s’applique aussi dans le cadre de I'analyse fractionnaire. On verra
un exemple en partie C.

Soit f de classe €' d’ordre exponentiel telle que f’ soit elle-méme d’ordre expo-
nentiel. Soient My > 0 et r; des réels tels que pour tout réel positif ¢, | f(¢)] < Mye™".
Soient encore My > 0 et ro des réels tels que pour tout réel positif ¢, | f/(¢)| < Mge ™.
Posons alors

M = max (M1, Ms) et r = max (ry,72)
si bien que pour tout réel positif ¢,
IO <Me™ et [f(t)] < Me™

La question 4-a assure la bonne définition de L(f")(s) et de L(f)(s) pour tout s > r.
Les fonctions f et t — e %! sont de classe ¢! sur [0;+0c [. De plus . liin e Stf(t) =0
— 400

car s > r. On peut donc intégrer par parties et obtenir

L(f)(s) :/0 Ooefstf/(t) dt = [e*“f(t)}g“’ +s/0 ooefstf(t) dt
=0-£(0)
ou encore ’Pour tout s > 7, L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0). ‘

Remarquons qu’il est obligatoire de supposer aussi que f’ est d’ordre ex-
ponentiel puisque f d’ordre exponentiel ne 'implique pas. Par exemple, la
fonction = +— cos (eem) est d’ordre exponentiel puisqu’elle est bornée, mais
sa dérivée, z — —e%e®” sin (eem) ne l'est absolument pas!

De méme qu’a la question 4-b, choisissons M > 0 et r un réel tels que pour tout
réel positif ¢, | f(¢)] < Me™ et |g(t)| < Me™. Alors, par I'inégalité triangulaire, pour
tout = > 0,

x x
£r9@)] < [ Ifa=Dllg(o]de < [ Merttertdr < Mo
0 0
De plus, pour tout x € R, z < e®. Par suite,

|f * g(w)] < MPe (1

Ainsi, ’Le produit de convolution f * g est d’ordre exponentiel.
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D’apres la question 4-c, f * g est d’ordre exponentiel pour r + 1 si r est associé
a f et g. D’apres la question 4-a, L(f * g)(s) est bien défini pour s > r + 1. Or,

L(f *g)(s /m /ft—u ) du dt

en particulier cette intégrale converge. Avec les fonctions |f]| et |g| au lieu de f et g,
on obtient de méme que

(111 * |l (s /”/ =5t £t — w)g(uw)]| dudt

et en particulier, cette intégrale converge. On peut donc appliquer I’équation (Ej)
dans le cas a = +00 et obtenir

ceae = [ ([ ee-wgtar)
_ /Ome—sug(u) (/ume—s(t—wf(t—u) dt) du

Appliquons le changement de variable affine v =t — v dans I'intégrale intérieure :

L(f xg)(s) = /Ome —S“g(u)/ome =sv f(v) do du

On conclut alors que pour s > r + 1,

creae = ([ Temmatan) ([T a0) = i)

Meéme si cela y ressemble fortement, la fonctionnelle £ n’est pas linéaire.
En effet, ’égalité

L(f)(s) + L(g)(s) = L(f + 9)(s)

n’est valable que pour s assez grand. En particulier, rien n’assure que les
trois termes ci-dessus ne soient définis pour les mémes valeurs de s. La seule
chose que l'on sait, c’est qu’ils le sont pour s assez grand. Un exemple simple
est la fonction exp elle-méme. Dans ce cas, L(exp) est définie exactement
sur | 1;+oo [ mais L(exp —exp) est définie sur [0;+o00 .

Par linéarité de I'intégrale généralisée, si f et g sont des fonctions telles que pour
tout s assez grand L(f)(s) = L(g)(s), alors L(f —g)(s) = 0 pour s assez grand. Ainsi,
si f # g, la fonction nulle posséde un antécédent non nul par £. Réciproquement,
si f # 0 est telle que L(f) =0 = L(t — 0), alors £ n’est pas injective. Par suite,

On peut se ramener a chercher les fonctions f
telles que L(f)(s) = 0 pour s assez grand.

Le fait que £ ressemble a une application linéaire se traduit ici par une condi-
tion nécessaire et suffisante pour 'injectivité similaire a celle des applications
linéaires. Comme pour tout ce que ’on exprime avec L, les propriétés des ap-
plications linéaires sont vraies pour £ mais pour s assez grand. En particulier,
ici seule la fonction nulle peut annuler £ pour s assez grand.
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Soit f :[a;b] — R continue. On suppose que pour tout entier n > 0,

/abw”f(x) dz =

Soient € > 0 et p. € R[X] donné par le théoréme d’approximation de Weierstrass.
Notons pour tout z € [a;b],

d
pe(z) = > apa™
n=0

b
Par linéarité, / x)dr = Zan/ " f(x

Puis, en appliquant 'inégalité triangulaire,

bf(x)2 dz = bf(:r)2 dz
J /

< [ 0@ —pe) @) ax +

/ e e < e / * o)l do

Puisque ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut

/bf(x)2 dz <0

Or, f? est une fonction positive. On a donc

b
/ f(@)?dz >0

b
Par suite, / flz)?dz =

/a 'pe(a) ()

La fonction f? est continue, positive et d’intégrale nulle sur [a;b], elle est donc
nulle sur cet intervalle. On en déduit

’Pour tout = € [a;b], f(x) :0.‘

Le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [a;b] et a valeurs réelles
peut étre muni du produit scalaire (- | -) défini par

(flg) = / f(w)g(u) du

pour toutes f, g continues sur [a;b]. La question que I'on vient de résoudre
traduit donc le fait que R[X]" = {0}.

Soit f : [0;+00] — R une fonction continue, d’ordre exponentiel et telle
que L(f)(s) = 0 pour tout s assez grand. Soit ng > 1 un entier suffisamment grand
tel que L(f)(n) = 0 pour tout n > ng et tel qu’il existe M > 0 de sorte que

Vt € [0;+00] |f(t)] < Memo?
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A Daide du changement de variable u = e ~*, qui est de classe €, on obtient pour
tout n = nyg,

c(f)(n)z/ome—mf(t) dt:/lo—u"_lf(—lnu) du:/olu"_lf(—lnu) du

Soit ¢ la fonction définie par g(0) = 0 et g(u) = u™ ! f(—Inu) pour u € ]0;1].
Par définition de ng, on a

. —nolnu __
VuE]O,l] |f(7h/l'll,)|<Me 0 —%
Or, vt = o (u™). Par conséquent,
u—0t
li =0
g, 9w

si bien que la fonction g est continue sur [0;1], avec pour tout entier n,

/0 ug(u)du=L(f)(n+ng+2)=0

D’apreés la question 5-b, on en déduit que g est nulle. Par suite, pour tout u € ]0;1],
ona f(—1Inu) = 0. La fonction — In étant bijective de ]0;1] dans [0;+o0 [, il s’ensuit
que f est nulle sur [0;+o00[. D’apres la question 5-a,

’La fonctionnelle £ est injective. ‘

A. INTEGRATION FRACTIONNAIRE
@Soitx>0. On a

e = [nea= [ [ 1) a

Posons g(t,u) = f(u) pour ¢t,u € ]0;z]. Par hypothese sur f, la fonction u — g(¢, u)
est intégrable en 0 pour tout ¢ € ]0;2]. On applique donc (Ez) dans le cas a = z et

on obtient
P - [ ’ ( / “rw) dt) du

ou encore Yz >0 2(f)(z) = /Ox(x —u)f(u) du

Soit Z 'ensemble des fonctions continues sur ] 0; +oo [ et intégrables en 0. Définis-
sons pour n > 1 la propriété suivante:

Pn): Vr>0 Vfel I”(f)(m):(nll)!/om(x—t)”—lf(t)dt

Démontrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout n > 1.

e (1) est vraie par définition de I

o Z(2) est vraie par le raisonnement ci-dessus.
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o P(n) = F(n+2):Soit n € N* tel que H(n) soit vraie. On a d’apres Z(2)

"2(f) (@) = (1" (f) (=) = /O (z — O)I"(f)(t) dt
Puis, d’apres I’hypotheése de récurrence,

r2)e) = o [ ([ - 0w ) a

= (n_ll)'/(;E </u$(:r — )t —u)"" 1 f(u) dt) du (d’apres (Eq))

@) = ot (70 [0 w0 ar) au

En intégrant par parties dans l'intégrale intérieure, on obtient

O R =)

=0

~), (o[ e

1 x
n—+2 _ _ n+1
P ) = g [, (o= 0 ) du
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété £2(n) est vraie pour
tout n > 1.
Wzl (@) = o [ @0t d
-~ e (n—1)1J,

Pour a € R, la fonction @, est de classe €°. L’expression usuelle de la dérivée
donne, pour tout t €]0;+00[ et tout « € RN Z™,

ta—2

(ba/(t) = (Oé - 1)F(C¥)

D’apres le résultat de la question 1-b dont I’énoncé admet le prolongement sur R\Z~,
on sait que I'(«) = (o — 1)I'(a — 1). Par suite, pour tout ¢t € | 0; +00 |

toz—Q

0= a0

=®qh_1(t)

Maintenant si o € Z~, alors « — 1 € Z~ et ®, = ®,_, = 0, puis ®," = 0. Ainsi,
VaeR @,/ =, (*)
Soit & (m) la propriété définie pour tout m € N par
P(m): YaeR &, ™ =0, ,
Démontrons-la par récurrence sur m.

e #(0) énonce le fait que pour tout o € R, &, = &, ce qui est vrai.
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o P(m) = Z(m+1): Supposons #(m) vraie pour un certain entier m € N.

Soit a € R. Alors, d’aprés la propriété (x), ®," = ®,_;1. Appliquons & (m) au
réel a — 1. On obtient donc

q)a—l(m) = (I)a—l—m
pUiS q)a(m+1) = (I)oz—l(m) = (I)a—l—m = (pa—(m-‘rl)

Ceci étant vrai pour tout « € R, la propriété &2(m + 1) est vraie.
e Conclusion : D’apreés le principe de récurrence, la propriété & (m) est vraie pour
tout entier m € N, c’est-a-dire

Pour tout entier naturel m, pour tout @ € R, on a q)a(m) =®y -

Soienta>0,6>0etx>0. On a
T (x— ) 1Pt

@amﬂ(a;):/:%(x—t)%(t) dt:/o T(a)T(B)

Avec le changement de variable linéaire u = t/x, on obtient

dt

71 ' r—zu)* Hauw)fledy = 7960&6_1 1 —u)* P 1dy
Ty, (&0 et = o 0w

En appliquant maintenant I'identité (E;) au cas p = o et ¢ = 3, on déduit alors que
pour tout réel x > 0,

D, +xPg(x) =

z* 071 T(a)T(B)
[(a)D(B) I'(e + )

Donc ’Pour tous o, B > 0, ®, x g = Py p. ‘

O, x Pg(x) = = Payp()

Soit a > 0. Remarquons que ®,, est continue sur |0;+00 [ et intégrable en 0
d’aprés le critére de Riemann (o« — 1 > —1). Si @ > 1, elle est d’ordre exponentiel
puisque pour tout x > 0, x > Inx et donc par croissance de la fonction exponentielle,
xo! ’ 1

I(a)

e (a—1)Inz

(a—1)z
T(a) ‘

I(a)

Si a € ]0;1[, 'inégalité précédente n’est plus satisfaite car a — 1 < 0.

On remarque dans ce ca que ®, ne vérifie pas la définition d’une fonction

d’ordre exponentiel introduite & la question 4, car hm+ D, (t) = +00. Ainsi,
t—0

quand I’énoncé précise que le candidat pourra utiliser les résultats des ques-
tions préliminaires dans le cas de fonctions uniquement intégrables en 0, cela
sous-entend que la définition d’ordre exponentiel a été adaptée dans ce cadre.

Pour s’en sortir, remarquons que dans les questions traitées jusqu’ici,
I’hypothese « étre d’ordre exponentiel » n’était utilisée que pour étudier le
comportement au voisinage de l'infini des fonctions concernées. On généra-
lise alors naturellement la définition en ne vérifiant 'inégalité qu’a partir
d’un certain rang ty > 0. Autrement dit, si f désigne une fonction continue
sur ]0;+00 | et intégrable en 0, on dira qu’elle est d’ordre exponentiel s’il
existe trois réels r, M > 0 et tg > 0 tels que

Yt > tg [F(#)] < Me™
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En particulier, si « € ]0;1[, la fonction ®,, devient d’ordre exponentiel avec
cette définition en posant tg = 1, M = 1/I'(a) et » = 0. Enfin, le lecteur
pourra vérifier que cette généralisation permet effectivement d’étendre les
résultats du préliminaire dans ce cadre moins restrictif.

Ainsi, d’apres le résultat généralisé de la question 4-a, pour tout a > 0, L(P,)(s) est
bien défini pour s assez grand. En utilisant le changement de variable linéaire u = st,

ta—l

L(®.)(s) = /0 Ooe—stF o

1 +o0 L
— —ug =14
sar(a) /O [§ u u

L@)(s) = — (car a > 0)

SO(

Si a < 0, on a un probléme de définition. En particulier, I'intégrale évoquée
dans le calcul ci-dessus diverge. Rappelons en effet que le début de ’énoncé
admet que l'identité

+00
I'(a) = / e el dt
0

n’est valable que pour a > 0.

Si a =0, alors J* est I'opérateur identité. Ainsi,
VB=0  JeoJf=J8 =Joth

Si maintenant 3 = 0, alors J? est I'opérateur identité. Ainsi,
Va>0  J¥oJf =Jo=Joth

Soient alors « et 8 des réels strictement positifs. On a pour toute fonction f continue
sur ] 0; +oo [ et intégrable en 0,

JaoJﬁ(f):(I’a*((I)ﬂ*f) = ((I)a*q)ﬂ)*f — (I)a-i-ﬂ*f:z]a_‘—ﬁ(f)

question 3-c question 7-b

Finalement, ‘Vmﬁ eR, Joo JB = JotB ‘

Soit a > 0. Comme évoqué a la question 7-c¢, ¢, est d’ordre exponentiel.
La question 4-c assure alors que J*(f) est elle-méme d’ordre exponentiel. Ainsi,

’Pour tout o > 0, la quantité £(J*(f))(s) est bien définie pour s assez grand.

De plus, d’aprés la question 4-d, pour s assez grand,

LI*())(s) = L(Pa * [)(5) = L(Pa)(s)L(f)(s)

Le résultat de la question 7-c permet alors de conclure que

’Pour tout s assez grand, L(J¥(f))(s) = s7*L(f)(s). ‘

D’apres la question 7-b, on obtient directement

Yo,y €RY JN(®) = Dok By = Doy = Doy |
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Soient o > 0 et f d’ordre exponentiel. Alors d’aprés les questions 5-a et 8-b,

Lot =0

Sa

< Jsp >0 Vs> s L(f)(s)=0

J¥(f) =035 >0 Vs=sp

VYa>0 J¥(f)=0<= f=0 (question 5-c)

Cette question permet d’assurer qu’il n’existe pas de pseudo-primitive
de la fonction nulle, s’annulant en 0, autre qu’elle-méme. Pour étre exact,
il n’existe pas de telle primitive qui soit d’ordre exponentiel.

On pourrait en fait le démontrer sans utiliser I’hypothese « f d’ordre
exponentiel ». Faisons-le. Supposons donc J*(f) = 0. Soit [«] I'unique entier
tel que [a] —1 < a < [a]. D’apres la question 8-a,

J1e1(f) = JTel=e o go(f) = 3Tl =2 (0) = 0

Comme J[1 est Popérateur d’intégration itéré [a] fois, en dérivant [a/] fois
cette derniere identité, on obtient f = 0.

B. DERIVEES FRACTIONNAIRE

@ Soit & (n) la propriété définie pour n € N suivante :
P(n): « Pour f dérivable n fois, on a J” o D"(f)(z Zf —»

On montre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout entier naturel n.
e #(0) énonce que f = f, ce qui est vrai.
o Z(n) = P(n+1): Soit n € N tel que Z(n) soit vraie. Soit f une fonction

dérivable n+1 fois. Appliquons I’hypothese de récurrence a la fonction f’. On a
donc pour tout x > 0,

I D (f) @) = I o D (f')(a Zf““*” &

Puis, d’apres la définition de J et la linéarité de I’ mtegrale

Jtlo D”Jrl(f)(x) _ /wf/(t) Zf(kJrl / Bl

k+1
B Zf(kﬂ kx+ 1!
e DML(f) () = f(x) - Zﬂ@(% (avec £ =k + 1)

£=0

e Conclusion: Le principe de récurrence assure alors que la propriété £(n) est
vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout f dérivable n fois et tout > 0, J* o D*(f)(z Zf(k
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Pour v > 0 et m l'unique entier tel que m — 1 < a < m, on a
D()/OJOL:D’H’IOJTH—OLOJOL —_ DmoJm

question 8-a

Ainsi Ya >0 D% o J¥* =1id.

Soit a > 0. Si « est un entier alors D1 = 0. On supposera désormais que «
n’est pas un entier. Soit m 'unique entier tel que m —1 < o < m, et soit ¢t > 0. On a

DO1(f) = D™ <t — r(ml— > /Ot o u‘;‘§+1_m) (t)

Avec le changement de variable v =t — u, cela devient

1 todw
D*1(t) =D™ (¢ t) =D"(J(Prm_a))(t
(0 =07 (1= s [ st ) (0 = DO (@0
D’aprés la question 8-c, D1(t) = D"™(Ppp—a+1)(t)
Puis d’apres la question 7-a, Dl = ¢4
b, sia¢N
Ainsi, De1 = 0 siaeN*
1 sia=0

Comme ®,, = 0 pour n € Z~, on peut réécrire

(I)l—a SiOé?éO
«@ —
DIL_{ 1 sia=0

Toutefois, rappelons que ®,, = 0 n’est qu’'une convention. En particulier,
il n’y a pas de « continuité » dans ’expression ci-dessus.

En particulier, D1l =0<«= a e N*

Soient o > 0 et v > 0. Si « est un entier naturel, alors la question 7-a permet
de conclure. Supposons donc que « ne soit pas un entier et considérons 'entier m tel
que m — 1 < a < m. Alors pour tout t > 0,

D*(®,)(t) = D™ 0 J"=2(d,)(¢)

=D"(Pp—aty)(t) (question 8-c)
D*(®,)(t) = ®y—al(t) (question 7-a)
On obtient donc ’Va,7 e R} De®, = &, _,. ‘

Soient a > 0 et f d’ordre exponentiel. On note encore m 'unique entier tel
quem—1<a<<m. Ona

D¥(f)=0 <= D™moJm(f)=0
En particulier, J*~%(f) est de dérivée m-ieéme nulle. Il s’agit donc d’un polyndéme de
degré au plus m — 1. En 'exprimant sous sa forme de Taylor en 0, on obtient

k

D(f) =0 = ¥a >0 I (f)(a) = DI ()(0) 5
k=0

= J"(f) = TZX_:SDk(Jm'_“(f))(O)‘I)kH (question 1-b)
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Avec le changement d’indice j = m — k, on obtient

m .

DUf) =0 <= J"7(f) = D" (I (f)(0)Pm—js1

j=1
Sim = a, alors J™%(f) = f et il s’agit exactement du résultat attendu. Dans le cas
contraire, on a 0 < m — a < 1 et, d’apres la question 7-b,

(bm—j—i-l = Qm,—a * (I)a—j+1

La linéarité a droite de x découlant de celle de I'intégrale, on obtient

Jj=1

DH(f) =0 <= J""(f) = Py * (iDm_j(J’”_“(f))(O)%j+1>

s Jra(f) = Jma(iDmﬂ'<JM<f>><o><ba_j+1>

j=1

DYf) =0+ f= i::lefj(Jmfa(f))(U)‘ba—jH (question 8-d)

Dans tous les cas, on a donc

DU =0 = f= LD ()00

j=1

En posant ¢; = D™ (J™=%(£))(0)/T (o — j + 1) pour tout j € [1;m], on obtient

D*(f) =0 <+ (V:z: >0 f(z)= icjxaj)

J

On vient de généraliser le fait que f(™ = 0 si et seulement si f est une
fonction polynomiale de degré au plus m — 1.

Soient o = 3 = 1/2 et f = ®; /5. D’une part, d’apres la question 7-a,

DOH—ﬂ(f) =D(f) = ‘I)—l/z
D’autre part, d’apres la question 10-c,

DP(f) = ®1/2-1/2 = Po =0

D’ont (Do DA(f) =0

La question 10-c ne peut s’appliquer deux fois de suite pour conclure a 1’éga-
lité des deux fonctions. En effet, il faudrait I’appliquer avec v = 0 la deuxiéme
fois, ce qui n’est pas autorisé.

Soient g = ®3/9, @ = 1/2 et B = 3/2. Alors, d’apres les questions 10-c et 7-a,

D7 oD?(g) = D(®1) =P_1/5 et D*(g) =D?*(g) = _y 2

De plus, D?(g) = ®, = 0, puis

[D*0DA(g) = 0]
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Soient v = 0 et [+] l'unique entier tel que [v] — 1 <y < [v]. Alors
DY(f) = DM oJM—v(f)

Pour tout ¢ € [0; R [, calculons tout d’abord

t t+oo

S0 = [ B0 = wudne) du= [ 5 sy ) du

0 0 k=0
Justifions que 'on peut permuter la série et 'intégrale. Posons, pour tout £ € N et
tout w € [0;1],

fr(u) = ax@ppr (u)ur @y (t — )

Chaque fonction f;, est continue et intégrable sur |0;¢[car A > —1et [y]—y—1 > —1.
De plus, comme ¢ < R et que, en tant que série entiere, la série définissant 7 converge
normalement sur tout segment fermé de [0;R [, la série Y fi converge normalement
sur tout segment fermé de ] 0;¢ [ vers la fonction u — un(u)®(1_,(u). Elle converge
donc simplement vers cette derniére sur Uintervalle ] 0;¢].

On fait bien attention & exclure 0 et ¢ car 0* ou ®r.,1_4(t —t) pourraient ne
pas avoir de sens.

La somme d’une série entiere étant continue sur son disque ouvert de convergence, par
opérations usuelles, la fonction u — u*n(u)®r,7_,(u) est continue sur cet intervalle.
Considérons ¢ € [0; R [. Pour tout k € N, majorons l'intégrale

/ |fe(uw)| du = |a HM‘/‘I’M—M—I( )Py (t —u) du

On reconnait ici un produit de convolution. D’apres la question 7-b, on obtient, pour
tout k € N,

[ 1wl du = o FAEEED
: .

_(IFM+1W(ﬁ A+ ) tM1=7+x .
T A T S VA (TR TPy

€[0;1]

¢ I(A+1
[0 au s o PO Dot (ear [4] =72 0)

Comme ¢ < R, la série de terme général T'(A + 1)@y rt1(t)ag (/K1) est abso-
lument convergente. Il s’ensuit que la série

/ ()] du
keN

converge. Le théoréme de permutation série-intégrale s’applique donc et on obtient

J=( Z/ fr(u

k=0

K FA+k+1
Or, Vk e N / fi(u) du = ak%®(’ﬂ*“¥+>\+k+l(t)
O .

+oo

/\ —|- k +1
donc J=( Z O )(I)va+/\+k+1(t)

(I)H] —y+A+k+1 (t)
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Pour déterminer D7(f) = D71 o JI7I=7(f), il nous reste donc & dériver [v] fois
la série de fonctions précédente. Définissons alors pour tout k& € N,

T(A+k+1)

gr(t) = ag ol Py —yrrkt1(t)

Les fonctions g sont de classe €°° sur | 0; R [ et pour tout k € N et j < [v], d’apres
la question 7-a,

'A+Ek+1)
T‘DM —jyatkr1(t)

T\ +k+1)
=«
"RIT(T—j— 7+ A+k+1)

_ M(—j+A+k+1) (j . i
@) = L AN+ k41) )t Imir AR
90O = AT = Ak ’

Pour tout k > [y] + 1,ona k > j+ 1 et donc

gD (t) = oy

tIvl=i—v+Ar+k

1<yl —j—v+A+k+1<[y]—j—v+A+k+1
De plus, pour tous réels = et y tels que 1 < = < y, et tout ¢t > 0,
0<e "l ge gyt
Par croissance de l'intégrale, pour tous réels = et y tels que 1 < = < v,
1 =T(1) < I(z) <T(y)
En particulier, 1 <T(—j+A+k+1) <T([y]—-7—v+A+Ek+1)

D’ou, pour tout k > [v] + 1,

<.

|99 ()| < % (=i + A+ k4 1)t ==tk
© =1

Or, un polynoéme étant équivalent, en l'infini, a son terme de plus haut degré,

J :
[[(=i+A+E+1) ~ K
i=1 k—+o00
On veut maintenant obtenir le rayon de convergence de la série entiere > k?axt® /k !
pour tout j € N. Soit alors la propriété

k k

t .t
P(j) : « Les séries entiéres > Uy et kjakg ont méme rayon de convergence. »

Montrons-la par récurrence sur j.

e 2(0) énonce que la série > otk /k! a le méme rayon de convergence qu’elle-
meéme, ce qui est vrai.

o P(j) = P(j+1):S0it j € Ntel que Z(j) soit vraie. D’apres le cours, les sé-
ries entieres Y k7ayt? [k et > kk’ayt¥ /k! ont le méme rayon de convergence.
Ainsi Z(j + 1) est vraie.

e Conclusion: Le principe de récurrence assure que la propriété Z?(j) est vraie
pour tout j € N.
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Comme t < R, on en déduit que chaque série de fonctions > g1\ converge
k2[~v]+1
uniformément sur tout segment de | 0; R [. Le réel v étant fixé, il en va donc de méme
pour la série de fonctions 3 g, (). Le théoréme de dérivation d’une série de fonctions
k>0
donne alors

D)) =DM 0 I()(0) = S g D) = S B E T Vg )

= k!
Bu particatir, D*(7)(0) =3 o O E g
k=0 ’
et pour v = 3,
f oy + k ! )CI)76+/\+I@+1 =t ﬁHZ k1T( ,6’)\4—+/\]:-+klv)L )tk

Comme précédemment, pour k> S+ 1, on a

FA+k+1) <
N(—B+A+k+1)
Par comparaison de séries entieres, la série ci-dessus a un rayon de convergence su-

périeur ou égal a R. Comme —f8 4+ A > —1, on peut réappliquer le cas v = «a a cette
nouvelle fonction et obtenir

Ry A+k+1
D o DA(f Z ay )‘P—a—ﬁ+,\+k+1(t)
Par suite, ’Va}O VB e [0 A+1] DQODB(f):D(Hﬁ(f)‘

Supposons D¢ (f) = 0. Alors J* o D(f) = 0, et donc
(J% 0 Jm=2) s DM (f) = 0

D’apres la question 8-a, on a donc J™ o D™(f) = 0. La question 9 permet alors de
conclure que

m—1 Ik
— z:f(k)(o)H =0
k=0

En particulier,

La fonction f est un polyndéme de degré au plus m — 1. ‘

On a en réalité une équivalence. En effet, si f est un polynéme de degré au
plus m — 1 alors D™ (f) = 0. Il s’ensuit J”™~* o D™(f) = 0. Ainsi, D¢(f) =0
si et seulement si f est un polynéme de degré au plus m — 1.

12-b | | Juste avant I’énoncé de la question 10-a, le sujet dispense le candidat de
vérifier existence de D*~%(f) = DoJ(f). Ici, on pourrait tout de méme le
vérifier facilement avec le théoréme de dérivation des intégrales a parametre.
On T'utilisera directement dans la réponse qui suit.
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Soit 0 < o < 1. On calcule

JoJ*oD(f) =J*0JoD(f) (question 8-a)
= J*(f — f(0)) (question 9)
=J(f = f(0)®y
= Jf) — f(0)J*(Py) (linéarité de J*)

JoJ¥oD(f) =JoDoJ¥(f)— f(0)J*(Pq)

Donc par linéarité de D,
DoJoJ¥*oD(f)=DoJoDoJ*f)— f(0)DoJ¥(Py)
D’apres la question 10-a, D o J = id et, par suite,
J* o D(f) = Do Jo(f) — F(0)D 0 J*(®y)
Enfin, comme 0 < 1 —a < 1,ona D'~ =D o J!=(1-9) = Do J* dou
JeoD(f) =DoJo(f) — f(0)D'~(2y)
D’apres la question 10-c,

J*oD(f) =DoJ*(f) — f(0)Pq

ou encore ’DOJa(f):JO‘oD(f)Jrf(U)(I)a‘

Soit #(k) la propriété définie pour k € [1;m] par
k—1
P(E): Do Jma(f) = Im o DH(f) + 3 fO(0) @k ar1s;
j=0

Démontrons par récurrence que (k) est vraie pour tout k € [1;m].

o P(1) est vraie car c’est le résultat de la question 12-b appliquée & f et m — .

o P(k)= P(k+1): Soit k < m tel que Z(k) est vraie. Alors en appliquant
I’hypothese de récurrence,

k=1
DFFlo Jm=a(f) = D(Jm_a oDF(f)+ f(J)(O)@mkaHﬂ-)
§=0
k=1
=DoJ" o D*(f) + X f90)D (Prm-r—a+1+s)
§=0
D’aprés la question 12-b appliquée a D¥(f) et m — a,
k—1
D¥lo Jm=a(f) = J"* o DM(f) + D*(f)(0)@r—a + Zof(”)(O)D (Pr—k—at1+;)
J=
Puis d’apres la question 7-a,
k—1
DR 6 M (f) = I 0 DFFL(f) + DH(F)(0) B + 3 FO (0Bt
3=0
k
= I o DM(f) + 3 FU0)Pm—t—aty

=0

e Conclusion: Le principe de récurrence assure que (k) est vraie pour tout
entier k € [1;m].
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En particulier, on obtient pour k = m

D*(f) =D+ X OO0
j=
c’est-a-dire que
m—1 k—a
Ve >0 DUAE) =D+ X IV Oy
k=0

La fonctionnelle D* étant linéaire, on a

b (f S (0)%1) —Do(f) =S FO(0)DO (@)
k=0 k=0

Donc, d’apres la question 12-c,
m—1 m—1 m—1
Do (f - f<k><0><1>k+1) =D(f)+ X SO0 Ph-ais = X JPOD P
=0 =0 =0

Les deux dernieres sommes se simplifient d’apres la question 10-c¢, d’otu

D~ (f - tz_:f(k)(o)q)k+1> =D (f)

C. DEUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

Par définition, pour tout ¢ > 0, J*(g)(t) = f(¢t). D’apres la question 10-a,
on obtient apres composition par D% a gauche

g=D(f)

D’apres la question 13-a et la définition de D, on a pour tout s assez grand,

L(g)(s) = LD o J1=(£))(s) 0<a<l)
= LI (f))(s) = T7(£)(0) (question 4-b)
L(g)(s) = ss*1L(f)(s) = I7(f)(0) (question 8-b)
=0
Ainsi, ’[,(g)(s) = s*L(f)(s) pour s assez grand. ‘
Par définition, pour |0 < 1,
+0o0 1
Eo(0) = g::o@k =19

car on reconnait la série géométrique de raison @ et de premier terme 1. D’apres la
question 1-b, on obtient pour # € R

+00 9’“ +oo tgk ;
E frd B — _— =
1(6) E:Hk+n K1 ©
k=0 k=0



24 X/ENS Maths PSI 2021 — Corrigé

) +00 . 92k +0o0 . 02k
et enfin Eqo(—0°) = Z(—l) kT D) = Z(—l) k)] = cosf
k=0 k=0
En conclusion, |Eq(f) = ﬁ, E1(0) =e? et Ey(—6%) =cosf

Soit Ry, le rayon de convergence de E,. Alors, en utilisant la regle de d’Alem-
bert, on a sous réserve d’existence

1 , I'(1+ ak) ‘ . I'(1+ ak)

Ro  hoise |[T(1+ a(k + 1))

T kSt T(1 + alk + 1))

avec la convention R, = +00 si cette limite est nulle. Si @ = 0 alors R, = 1. Sinon,
d’apres I’équation (Eq), toujours sous réserve d’existence,

1 B(a, 1+ ak) !
— = 1i I St _— 1 — )1y g
Re Pl ') Pl I‘(a)/o (1= w)* " u du

Définissons pour k € Net v € [0;1]
i) = (1= ek

Ces fonctions sont continues. La suite de fonctions (fy),cy converge simplement vers
la fonction nulle sur [0;1]. De plus, pour u € [0;1[et k € N,

[fr(u)] < (1 —wu)*

Au changement de variable v = 1 — u prés, on reconnait une intégrale de Riemann
avec a—1 > —1. L’hypothese de domination du théoreme de convergence dominée est
donc satisfaite. Enfin, la fonction nulle est continue. Ainsi, le théoréme de convergence
dominée assure

1t 1
li 1— a—1, ak — —
m F(a)/o (1 —w)* tu* du /0 0du=0

Ainsi, Ra:{ ! s¥oz:O
+o00 sia>0

En particulier,

’Le rayon de convergence de la série entiere E,, est strictement positif.

14-c| | On suppose « > 0 car eg(t) n’est pas défini. En effet, la définition donnerait

+0o0o (_1)k +o0

k=0
ce qui n’existe pas au sens usuel de convergence des séries.

+0o0

Ona ealt) = 3 (~1)FP1yan(t)

k=0

On prend « > 0. Commengons par montrer que £(e,)(s) est bien défini pour s > 1.
Soit s > 1. Par définition, sous réserve d’existence,

Llea)(s) = / et S (1) (1)

k=0
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On va obtenir 'existence de cette quantité pour s > 1 griace a une permutation
série-intégrale. Notons pour k € N et ¢t > 0

gi(t) = (=1)Fe '@y 41 (1)
Les fonctions gi sont continues et intégrables sur | 0; +oo [. De plus,

+00
t— > gr(t) = e Stey(t)
k=0

est une fonction continue sur ] 0; +o0o [ car pour « > 0, le rayon de convergence de E,
est infini d’apres la question 14-b. Enfin,

400 “+00
/ ge(8)] dt = / e~ By 4o (1) dt
0 0

= L(P11ar) (5)

1

= et (question 7-c)

/o+oo lgu(1)] dt = 1 <1>

Pour s > 1 et a > 0, s* > 1, et on reconnait alors le terme général d’'une série
géométrique convergente. Ainsi, d’aprés le théoréme de permutation série-intégrale,
la quantité L(e,)(s) est définie pour tout s > 1 et

Fleale) = kz:=o/o m(—l)ke_“q’uak(ﬂ dt

= (“DPL(@11ar)(s)

k=0
+00
1
= Z<_1)k 14+ak
k=0 st
1+m) 1 k
L(ea)(s) = 5 <—8a)
k=0

On reconnait a nouveau une série géométrique convergente. On connalt donc sa
somme. Plus précisément,

Vs> 1 Llea)(s) = - —
s ca)($) = - o
sa—l
Vs > 1 L(eq)(s) =
ou encore s> (ea)(s) o]

Soient k € N et s suffisamment grand. Alors,
L(uk)(s) = L(T*eq)(s)

La fonction e, est d’ordre exponentiel. On peut donc appliquer le résultat de la
question 8-b et obtenir £(ux)(s) = s %L(e,)(s), puis d’apres la question 14-c,

Sa—k—l

L(ur)(s) =

s*+1
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Soit [«] Dentier tel que [a] — 1 < a < [a]. Alors, d’apres la question 8-a,
J* oD (u) = J* o Jlel=a o Dlel(y) = Jlol o Dlel(4)

Maintenant, d’apres la question 9,

[a]-1
J¥oDu) =u— Y u™(0)Priy
k=0
Ainsi, en partant de ’équation D¢ (u) = —u, on obtient

[a]—1
u— Y uP(0)Py 1 = J¥ oD (u) = J*(—u) = —J*(u)
k=0

c’est-a-dire pour tout ¢t > 0

[a]—1 k
u(t) = 2 Ck%—Ja(U)(t) avec  Vke[0;[a] 1] ¢ =u®)(0)
k=0 :

D’apres la question 15, on a

[a]-1
u= > cxPry1 — J*(u)
k=0
Alors, par linéarité de la transformée de Laplace, pour tout s suffisamment grand,

[a]—1
L(u)(s) = kgo R L(Prp1)(s) = LI (w))(s)
1

D’apres la question 7-c, Vs >k L(Pry1)(s) = 557
s

et d’apres la question 8-b, pour s suffisamment grand,

£ w)(s) = = £()()
BRI
et donc L(u)(s) = Z s s—aﬁ(u)(s)
k=0
P [o]-1 Cr [a]-1 Soszfl
puis E(U)(S) = s@+1 Z gk+1 = Z Ck s® 4+ 1
k=0 k=0

D’apres la question 14-d, pour tout s suffisamment grand,

fal-1
L(u)(s)=L ( kgo ckuk> (s)

La question 5 permet enfin de conclure que

[a]—1

u= Y, Cpug
k=0




