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Préliminaires

1-a Pour tout x œ Rú
+, on définit la fonction gx sur R par

gx(t) = e ≠ttx≠1

Ces fonctions sont de classe C Œ sur ] 0 ; +Œ [. On a, d’après le théorème des crois-
sances comparées, pour tout x œ R,

gx(t) = o
tæ+Œ

3
1
t2

4

et t ‘æ 1/t2 est une fonction intégrable sur [ 1 ; +Œ [. De plus, pour tout x œ R,

gx(t) ≥
tæ0+

tx≠1

Par équivalence avec une intégrale de Riemann en 0, pour tout x œ R, la fonction gx

est intégrable sur ] 0 ; 1 ] si et seulement si x ≠ 1 > ≠1, c’est-à-dire, si et seulement
si x > 0. Ainsi, gx est intégrable sur ] 0 ; +Œ [ pour tout x > 0, donc

La fonction � est bien définie sur Rú
+.

1-b Soit x > 0. Calculons �(x + 1) à l’aide d’une intégration par parties. Les fonc-
tions t ‘æ ≠e ≠t et t ‘æ tx sont de classe C Œ sur Rú

+, donc de classe C 1. De plus,

lim
tæ0+

≠e ≠ttx = lim
tæ+Œ

≠e ≠ttx = 0

Ainsi, �(x + 1) =
⁄ +Œ

0
e ≠ttx dt

= [≠e ≠ttx]+Œ
0 +

⁄ +Œ

0
xe ≠ttx≠1 dt

= lim
tæ+Œ

≠e ≠ttx ≠ lim
tæ0+

≠e ≠ttx + x�(x)

�(x + 1) = x�(x)

Pour tout x > 0, �(x + 1) = x�(x).

Soit la propriété définie pour n œ Nú par

P(n) : �(n) = (n ≠ 1) !

Démontrons-la par récurrence.
• P(1) est vraie : en e�et, on a

�(1) =
⁄ +Œ

0
e ≠t dt = lim

tæ+Œ
≠e ≠t + e 0 = 1 = 0 !

• P(n) =∆ P(n + 1) : Soit n œ Nú tel que P(n) est vraie. Montrons alors
que P(n + 1) est vraie. Par l’hypothèse de récurrence et la propriété ci-dessus,
on obtient

�(n + 1) = n�(n) = n(n ≠ 1) ! = n !

• Conclusion : D’après le principe de récurrence,

’n œ Nú �(n) = (n ≠ 1) !
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2-a-i Soit (÷n)nœN une suite de limite nulle. Définissons pour tout entier naturel n
la fonction fn sur [ 0 ; t ] par

’u œ [ 0 ; t ] fn(u) = |f(t + ÷n, u) ≠ f(t, u)|

La fonction f étant continue sur le pavé [ 0 ; a ] 2 et la suite (÷n)nœN tendant vers 0,
il s’ensuit que la suite de fonctions (fn)nœN converge simplement vers la fonction
nulle. De plus, la fonction f étant continue sur le pavé [ 0 ; a ] 2, |f | y atteint un
maximum, noté ÎfÎŒ, et f est continue en chacune de ses variables. En particulier,
la suite de fonctions (fn)nœN est une suite de fonctions continues. Alors, pour tout
entier naturel n, et pour tout u œ [ 0 ; t ], on a d’après l’inégalité triangulaire

|fn(u)| 6 2ÎfÎŒ

Or, la fonction u ‘æ 2ÎfÎŒ est intégrable sur l’intervalle borné [ 0 ; t ]. Ainsi le théo-
rème de convergence dominée assure

lim
næ+Œ

h(÷n) = lim
næ+Œ

⁄ t

0
fn(u) du =

⁄ t

0
0 du = 0

Ceci étant vrai pour tout suite (÷n)nœN, la caractérisation séquentielle de la limite
nous assure que

lim
÷æ0

h(÷) = 0

Une version hors programme du théorème de Heine permet de conclure.
Ce théorème est en fait vrai en toute dimension finie. On peut donc re-
faire la preuve de la façon suivante : la fonction f étant continue, définie sur
le pavé [ 0 ; a ] 2, le théorème de Heine assure son uniforme continuité sur ce
pavé. Soient donc Á > 0 et t œ [ 0 ; a ]. Alors il existe ” > 0 tel que pour
tout ÷ œ [ t ≠ ” ; t + ” ], on ait pour tout u œ [ 0 ; a ]

|f(t + ÷, u) ≠ f(t, u)| < Á

Ainsi, pour tout ÷ œ ] t ≠ ” ; t + ” [ fl [ ≠t ; a ≠ t ],

h(÷) =
⁄ t

0
|f(t + ÷, u) ≠ f(t, u)| du 6 tÁ

Ceci étant vrai pour tout Á > 0, on obtient

lim
÷æ0

h(÷) = 0

2-a-ii La fonction f est continue sur [ 0 ; a ] 2. Le théorème de la borne atteinte
assure que |f | y atteint un maximum, noté ÎfÎŒ. Soit g la fonction définie pour
tout t œ [ 0 ; a ] par

g(t) =
⁄ t

0
f(t, u) du
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Soient t œ [ 0 ; a ] fixé et ÷ œ [ ≠t ; a ≠ t ]. D’après l’inégalité triangulaire, on a

|g(t + ÷) ≠ g(t)| =
----
⁄ t+÷

0
f(t + ÷, u) du ≠

⁄ t

0
f(t, u) du

----

6
----
⁄ t

0
(f(t + ÷, u) ≠ f(t, u)) du

---- +
----
⁄ t+÷

t
f(t + ÷, u) du

----

6 h(÷) +
⁄ t+÷

t
|f(t + ÷, u)| du

|g(t + ÷) ≠ g(t)| 6 h(÷) + ÷ÎfÎŒ

La question 2-a-i permet alors de conclure par somme de limites que

lim
÷æ0

|g(t + ÷) ≠ g(t)| = 0

La fonction t ‘≠æ
⁄ t

0
f(t, u) du est continue sur [ 0 ; a ].

Il est tentant d’essayer d’appliquer le théorème de continuité des fonctions
définies par une intégrale à paramètre. Toutefois cette approche est vouée
à l’échec. En e�et, la borne supérieure de l’intégrale dépend du paramètre.
Le même problème apparaîtra plus tard dans le sujet. Il faudra donc faire
particulièrement attention.

2-a-iii La question 2-a-ii assure la continuité de la fonction t ‘æ
⁄ t

0
f(t, u) du sur

l’intervalle [ 0 ; a ]. Le théorème fondamental de l’analyse assure donc que

La fonction F est dérivable et pour tout x œ [ 0 ; a ], FÕ(x) =
⁄ x

0
f(x, u) du.

2-b-i D’après le théorème fondamental de l’analyse,

ˆh

ˆ–
(–, —) =

⁄ —

–
f(t, –) dt

2-b-ii On va appliquer le théorème de dérivation des fonctions définies par une
intégrale à paramètre. Soit ÎfÎŒ le maximum de |f | sur [ 0 ; a ] 2, qui existe puisque
la fonction f y est continue.

• Pour tout u œ [ 0 ; a ] fixé, le théorème fondamental de l’analyse assure que la
fonction

— œ [ 0 ; a ] ‘≠æ
⁄ —

u
f(t, u) dt

est de classe C 1 sur [ 0 ; a ]. En particulier, elle est continue.
• Le théorème fondamental de l’analyse assure de plus que pour — œ [ 0 ; a ],

ˆ

ˆ—

A
— ‘≠æ

⁄ —

u
f(t, u) dt

B
(u, —) = f(—, u)

On en déduit que cette fonction est continue par morceaux en la variable u.
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• La fonction f est continue sur le pavé [ 0 ; a ] 2. En particulier, elle est continue en
chacune de ses variables. De surcroît, pour tous t, u œ [ 0 ; a ], |f(t, u)| 6 ÎfÎŒ
et la fonction constante u ‘æ ÎfÎŒ est une fonction intégrable sur le seg-
ment [ 0 ; — ]. Ainsi, pour — fixé, le théorème de continuité des intégrales à pa-
ramètre assure que la fonction définie sur [ 0 ; a ] par

u ‘≠æ
⁄ —

0
f(t, u) dt

est continue. Par suite, comme
⁄ —

u
f(t, u) dt =

⁄ —

0
f(t, u) dt ≠

⁄ u

0
f(t, u) dt

et que la question 2-a-ii assure la continuité de

u ‘≠æ
⁄ u

0
f(t, u) dt

on obtient la continuité de la fonction, à paramètre — œ [ 0 ; a ] fixé, définie par

u œ [ 0 ; a ] ‘≠æ
⁄ —

u
f(t, u) dt

• Enfin pour tous u, — œ [ 0 ; a ], |f(—, u)| 6 ÎfÎŒ et u ‘æ ÎfÎŒ est intégrable sur
le segment [ 0 ; – ].

Le théorème de dérivation des fonctions définies par une intégrale à paramètre permet
alors de conclure que

ˆh

ˆ—
(–, —) =

⁄ –

0
f(—, u) du

2-b-iii Remarquons que G(x) = h(x, x) pour tout x œ [ 0 ; a ] et h est une fonction
de classe C 1 sur [ 0 ; a ] 2. La fonction identité est de classe C 1 sur [ 0 ; a ]. La règle
de la chaîne appliquée à x ‘æ h(id(x), id(x)) assure donc que G est dérivable et que
pour tout x œ [ 0 ; a ],

GÕ(x) = idÕ(x) ˆh

ˆ–
(x, x) + idÕ(x) ˆh

ˆ—
(x, x) = ˆh

ˆ–
(x, x) + ˆh

ˆ—
(x, x)

En utilisant les questions 2-b-i et 2-b-ii, on calcule

GÕ(x) =
⁄ x

x
f(t, x) dt

¸ ˚˙ ˝
= 0

+
⁄ x

0
f(x, u) du

c’est-à-dire GÕ(x) =
⁄ x

0
f(x, u) du

2-c Les questions 2-a-iii et 2-b-iii montrent que
’x œ [ 0 ; a ] FÕ(x) = GÕ(x)

Par suite, la fonction F≠G est constante. Or F(0) = 0 = G(0), c’est pourquoi F = G,
en particulier F(a) = G(a), d’où

⁄ a

0
dt

3⁄ t

0
f(t, u) du

4
=

⁄ a

0
du

3⁄ a

u
f(t, u) dt

4
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3-a Soient f, g : [ 0 ; +Œ [ æ R des fonctions continues et a œ R+. Définissons

ha :
I

[ 0 ; a ] 2 ≠æ R

(x, t) ‘≠æ f(x ≠ t)g(t)

La fonction ha est continue sur [ 0 ; a ] 2 comme produit de fonctions continues. D’après

la question 2-a-ii appliquée à ha, on obtient que la fonction f ú g : x ‘æ
⁄ x

0
ha(x, t) dt

est continue sur [ 0 ; a ]. Ceci étant vrai pour tout réel positif a, on en déduit

La fonction f ú g est continue sur [ 0 ; +Œ [.

Le produit de convolution est une sorte de moyenne pondérée. Il s’agit de
mettre pour poids l’autre fonction, mais parcourue en sens inverse.

3-b Soit x œ [ 0 ; +Œ [. La fonction u : t ‘æ x≠ t est de classe C 1 sur [ 0 ; x ]. On peut
donc faire ce changement de variable dans le produit de convolution. On obtient,
pour tout x œ [ 0 ; +Œ [,

(f ú g)(x) =
⁄ 0

x
≠ f(u)g(x ≠ u) du =

⁄ x

0
g(x ≠ u)f(u) du = (g ú f)(x)

c’est-à-dire Le produit de convolution est commutatif.

3-c Soient f, g et h des fonctions continues sur [ 0 ; +Œ [. On a pour x > 0,

(f ú g) ú h(x) =
⁄ x

0
(f ú g)(x ≠ t)h(t) dt =

⁄ x

0

3⁄ x≠t

0
f(x ≠ t ≠ u)g(u)h(t) du

4
dt

En appliquant le changement de variable a�ne v = u + t dans l’intégrale intérieure,

(f ú g) ú h(x) =
⁄ x

0

3⁄ x

t
f(x ≠ v)g(v ≠ t)h(t) dv

4
dt

La fonction y :
I

[ 0 ; x ] 2 ≠æ R

(t, v) ‘≠æ f(x ≠ v)g(v ≠ t)h(t)

est continue par opérations usuelles. On peut donc lui appliquer la question 2-c. Ainsi,

(f ú g) ú h(x) =
⁄ x

0

3⁄ t

0
f(x ≠ v)g(v ≠ t)h(t) dt

4
dv =

⁄ x

0
f(x ≠ v)(g ú h(v)) dv

Autrement dit, (f ú g) ú h(x) = f ú (g ú h)(x) pour tout x œ [ 0 ; +Œ [, c’est-à-dire

Le produit de convolution est associatif.

La linéarité de l’intégrale implique que le produit de convolution est distri-
butif sur l’addition, à gauche comme à droite. Cela permet d’obtenir une
structure de pseudo-anneau commutatif (c’est-à-dire un anneau commutatif
sans élément neutre pour la multiplication) pour l’ensemble des fonctions
continues sur [ 0 ; +Œ [ et à valeurs réelles. L’absence de neutre pour l’opéra-
tion ú peut être compensée par l’utilisation d’une suite de fonctions (un)nœN
telle que pour toute fonction continue f : [ 0 ; +Œ [ æ R, la suite (un ú f)nœN
converge vers f . On appelle une telle suite une approximation de l’unité.
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4-a Soient f d’ordre exponentiel et des réels M et r associés. Fixons s > r et
considérons la fonction g définie par g(t) = e ≠stf(t) pour tout t œ [ 0 ; +Œ [. On a
alors pour tout t > 0,

|g(t)| 6 Me ≠(s≠r)t

Puisque s ≠ r > 0, on reconnaît alors que le majorant est une fonction intégrable
sur [ 0 ; +Œ [. Il s’ensuit alors que la fonction g est elle-même intégrable, c’est-à-dire

La quantité L(f)(s) est bien définie pour tout s > r.

La transformée de Laplace permet de transformer certaines équations di�é-
rentielles en équations fonctionnelles. Elle est donc très utile pour leur résolu-
tion. Ceci s’applique aussi dans le cadre de l’analyse fractionnaire. On verra
un exemple en partie C.

4-b Soit f de classe C 1 d’ordre exponentiel telle que f Õ soit elle-même d’ordre expo-
nentiel. Soient M1 > 0 et r1 des réels tels que pour tout réel positif t, |f(t)| 6 M1e r1t.
Soient encore M2 > 0 et r2 des réels tels que pour tout réel positif t, |f Õ(t)| 6 M2e r2t.
Posons alors

M = max (M1, M2) et r = max (r1, r2)

si bien que pour tout réel positif t,

|f(t)| 6 Me rt et |f Õ(t)| 6 Me rt

La question 4-a assure la bonne définition de L(f Õ)(s) et de L(f)(s) pour tout s > r.
Les fonctions f et t ‘æ e ≠st sont de classe C 1 sur [ 0 ; +Œ [. De plus lim

tæ+Œ
e ≠stf(t) = 0

car s > r. On peut donc intégrer par parties et obtenir

L(f Õ)(s) =
⁄ +Œ

0
e ≠stf Õ(t) dt =

#
e ≠stf(t)

$+Œ
0¸ ˚˙ ˝

= 0≠f(0)

+s

⁄ +Œ

0
e ≠stf(t) dt

ou encore Pour tout s > r, L(f Õ)(s) = sL(f)(s) ≠ f(0).

Remarquons qu’il est obligatoire de supposer aussi que f Õ est d’ordre ex-
ponentiel puisque f d’ordre exponentiel ne l’implique pas. Par exemple, la
fonction x ‘æ cos

!
e e x"

est d’ordre exponentiel puisqu’elle est bornée, mais
sa dérivée, x ‘æ ≠e xe e x sin

!
e e x"

ne l’est absolument pas !

4-c De même qu’à la question 4-b, choisissons M > 0 et r un réel tels que pour tout
réel positif t, |f(t)| 6 Me rt et |g(t)| 6 Me rt. Alors, par l’inégalité triangulaire, pour
tout x > 0,

|f ú g(x)| 6
⁄ x

0
|f(x ≠ t)||g(t)| dt 6

⁄ x

0
M2e r(x≠t)e rt dt 6 M2xe rx

De plus, pour tout x œ R, x 6 e x. Par suite,

|f ú g(x)| 6 M2e (r+1)x

Ainsi, Le produit de convolution f ú g est d’ordre exponentiel.
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4-d D’après la question 4-c, f ú g est d’ordre exponentiel pour r + 1 si r est associé
à f et g. D’après la question 4-a, L(f ú g)(s) est bien défini pour s > r + 1. Or,

L(f ú g)(s) =
⁄ +Œ

0
e ≠st

⁄ t

0
f(t ≠ u)g(u) du dt

en particulier cette intégrale converge. Avec les fonctions |f | et |g| au lieu de f et g,
on obtient de même que

L(|f | ú |g|)(s) =
⁄ +Œ

0

⁄ t

0
|e ≠stf(t ≠ u)g(u)| du dt

et en particulier, cette intégrale converge. On peut donc appliquer l’équation (E2)
dans le cas a = +Œ et obtenir

L(f ú g)(s) =
⁄ +Œ

0

3⁄ +Œ

u
e ≠stf(t ≠ u)g(u) dt

4
du

=
⁄ +Œ

0
e ≠sug(u)

3⁄ +Œ

u
e ≠s(t≠u)f(t ≠ u) dt

4
du

Appliquons le changement de variable a�ne v = t ≠ u dans l’intégrale intérieure :

L(f ú g)(s) =
⁄ +Œ

0
e ≠sug(u)

⁄ +Œ

0
e ≠svf(v) dv du

On conclut alors que pour s > r + 1,

L(f ú g)(s) =
3⁄ +Œ

0
e ≠sug(u) du

4 3⁄ +Œ

0
e ≠svf(v) dv

4
= L(f)(s)L(g)(s)

Même si cela y ressemble fortement, la fonctionnelle L n’est pas linéaire.
En e�et, l’égalité

L(f)(s) + L(g)(s) = L(f + g)(s)

n’est valable que pour s assez grand. En particulier, rien n’assure que les
trois termes ci-dessus ne soient définis pour les mêmes valeurs de s. La seule
chose que l’on sait, c’est qu’ils le sont pour s assez grand. Un exemple simple
est la fonction exp elle-même. Dans ce cas, L(exp) est définie exactement
sur ] 1 ; +Œ [ mais L(exp ≠ exp) est définie sur [ 0 ; +Œ [.

5-a Par linéarité de l’intégrale généralisée, si f et g sont des fonctions telles que pour
tout s assez grand L(f)(s) = L(g)(s), alors L(f ≠g)(s) = 0 pour s assez grand. Ainsi,
si f ”= g, la fonction nulle possède un antécédent non nul par L. Réciproquement,
si f ”= 0 est telle que L(f) = 0 = L(t ‘æ 0), alors L n’est pas injective. Par suite,

On peut se ramener à chercher les fonctions f
telles que L(f)(s) = 0 pour s assez grand.

Le fait que L ressemble a une application linéaire se traduit ici par une condi-
tion nécessaire et su�sante pour l’injectivité similaire à celle des applications
linéaires. Comme pour tout ce que l’on exprime avec L, les propriétés des ap-
plications linéaires sont vraies pour L mais pour s assez grand. En particulier,
ici seule la fonction nulle peut annuler L pour s assez grand.
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5-b Soit f : [ a ; b ] æ R continue. On suppose que pour tout entier n > 0,
⁄ b

a
xnf(x) dx = 0

Soient Á > 0 et pÁ œ R[X] donné par le théorème d’approximation de Weierstrass.
Notons pour tout x œ [ a ; b ],

pÁ(x) =
dq

n=0
anxn

Par linéarité,
⁄ b

a
pÁ(x)f(x) dx =

dÿ

n=0
an

⁄ b

a
xnf(x) dx = 0

Puis, en appliquant l’inégalité triangulaire,
⁄ b

a
f(x)2 dx =

-----

⁄ b

a
f(x)2 dx

-----

6
⁄ b

a
|(f(x) ≠ pÁ(x))|¸ ˚˙ ˝

6 Á

|f(x)| dx +

-----

⁄ b

a
pÁ(x)f(x) dx

-----
⁄ b

a
f(x)2 dx 6 Á

⁄ b

a
|f(x)| dx

Puisque ceci est vrai pour tout Á > 0, on conclut
⁄ b

a
f(x)2 dx 6 0

Or, f2 est une fonction positive. On a donc
⁄ b

a
f(x)2 dx > 0

Par suite,
⁄ b

a
f(x)2 dx = 0

La fonction f2 est continue, positive et d’intégrale nulle sur [ a ; b ], elle est donc
nulle sur cet intervalle. On en déduit

Pour tout x œ [ a ; b ], f(x) = 0.

Le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [ a ; b ] et à valeurs réelles
peut être muni du produit scalaire (· | ·) défini par

(f | g) =
⁄ b

a
f(u)g(u) du

pour toutes f, g continues sur [ a ; b ]. La question que l’on vient de résoudre
traduit donc le fait que R[X]‹ = {0}.

5-c Soit f : [ 0 ; +Œ [ æ R une fonction continue, d’ordre exponentiel et telle
que L(f)(s) = 0 pour tout s assez grand. Soit n0 > 1 un entier su�samment grand
tel que L(f)(n) = 0 pour tout n > n0 et tel qu’il existe M > 0 de sorte que

’t œ [ 0 ; +Œ [ |f(t)| 6 Me n0t
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À l’aide du changement de variable u = e ≠t, qui est de classe C 1, on obtient pour
tout n > n0,

L(f)(n) =
⁄ +Œ

0
e ≠ntf(t) dt =

⁄ 0

1
≠ un≠1f(≠ ln u) du =

⁄ 1

0
un≠1f(≠ ln u) du

Soit g la fonction définie par g(0) = 0 et g(u) = un0+1f(≠ ln u) pour u œ ] 0 ; 1 ].
Par définition de n0, on a

’u œ ] 0 ; 1 ] |f(≠ ln u)| 6 Me ≠n0 ln u = M
un0

Or, un0+1 = o
uæ0+

(un0). Par conséquent,

lim
uæ0+

g(u) = 0

si bien que la fonction g est continue sur [ 0 ; 1 ], avec pour tout entier n,
⁄ 1

0
ung(u) du = L(f)(n + n0 + 2) = 0

D’après la question 5-b, on en déduit que g est nulle. Par suite, pour tout u œ ] 0 ; 1 ],
on a f(≠ ln u) = 0. La fonction ≠ ln étant bijective de ] 0 ; 1 ] dans [ 0 ; +Œ [, il s’ensuit
que f est nulle sur [ 0 ; +Œ [. D’après la question 5-a,

La fonctionnelle L est injective.

A. Intégration fractionnaire

6 Soit x > 0. On a

I2(f)(x) =
⁄ x

0
I(f)(t) dt =

⁄ x

0

3⁄ t

0
f(u) du

4
dt

Posons g(t, u) = f(u) pour t, u œ ] 0 ; x ]. Par hypothèse sur f , la fonction u ‘æ g(t, u)
est intégrable en 0 pour tout t œ ] 0 ; x ]. On applique donc (E2) dans le cas a = x et
on obtient

I2(f)(x) =
⁄ x

0

3⁄ x

u
f(u) dt

4
du

ou encore ’x > 0 I2(f)(x) =
⁄ x

0
(x ≠ u)f(u) du

Soit I l’ensemble des fonctions continues sur ] 0 ; +Œ [ et intégrables en 0. Définis-
sons pour n > 1 la propriété suivante :

P(n) : ’x > 0 ’f œ I In(f)(x) = 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0
(x ≠ t)n≠1f(t) dt

Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 1.

• P(1) est vraie par définition de I.
• P(2) est vraie par le raisonnement ci-dessus.
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• P(n) =∆ P(n + 2) : Soit n œ Nú tel que P(n) soit vraie. On a d’après P(2)

In+2(f)(x) = I2(In(f))(x) =
⁄ x

0
(x ≠ t)In(f)(t) dt

Puis, d’après l’hypothèse de récurrence,

In+2(f)(x) = 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0

3⁄ t

0
(x ≠ t)(t ≠ u)n≠1f(u) du

4
dt

= 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0

3⁄ x

u
(x ≠ t)(t ≠ u)n≠1f(u) dt

4
du (d’après (E2))

In+2(f)(x) = 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0

3
f(u)

⁄ x

u
(x ≠ t)(t ≠ u)n≠1 dt

4
du

En intégrant par parties dans l’intégrale intérieure, on obtient

In+2(f)(x) = 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0

3
f(u)

3 5
(x ≠ t) (t ≠ u)n

n

6t=x

t=u¸ ˚˙ ˝
= 0

+
⁄ x

u

(t ≠ u)n

n
dt

44
du

= 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0

3
f(u)

5
(t ≠ u)n+1

n(n + 1)

6t=x

t=u

4
du

In+2(f)(x) = 1
(n + 1) !

⁄ x

0
(x ≠ u)n+1f(u) du

• Conclusion : D’après le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour
tout n > 1.

’n > 1 In(f)(x) = 1
(n ≠ 1) !

⁄ x

0
(x ≠ t)n≠1f(t) dt

7-a Pour – œ R, la fonction �– est de classe C Œ. L’expression usuelle de la dérivée
donne, pour tout t œ ] 0 ; +Œ [ et tout – œ Rr Z≠,

�–
Õ(t) = (– ≠ 1) t–≠2

�(–)

D’après le résultat de la question 1-b dont l’énoncé admet le prolongement sur RrZ≠,
on sait que �(–) = (– ≠ 1)�(– ≠ 1). Par suite, pour tout t œ ] 0 ; +Œ [

�–
Õ(t) = t–≠2

�(– ≠ 1) = �–≠1(t)

Maintenant si – œ Z≠, alors – ≠ 1 œ Z≠ et �– = �–≠1 = 0, puis �–
Õ = 0. Ainsi,

’– œ R �–
Õ = �–≠1 (ú)

Soit P(m) la propriété définie pour tout m œ N par

P(m) : ’– œ R �–
(m) = �–≠m

Démontrons-la par récurrence sur m.

• P(0) énonce le fait que pour tout – œ R, �– = �–, ce qui est vrai.
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• P(m) =∆ P(m + 1) : Supposons P(m) vraie pour un certain entier m œ N.
Soit – œ R. Alors, d’après la propriété (ú), �–

Õ = �–≠1. Appliquons P(m) au
réel – ≠ 1. On obtient donc

�–≠1
(m) = �–≠1≠m

puis �–
(m+1) = �–≠1

(m) = �–≠1≠m = �–≠(m+1)

Ceci étant vrai pour tout – œ R, la propriété P(m + 1) est vraie.
• Conclusion : D’après le principe de récurrence, la propriété P(m) est vraie pour

tout entier m œ N, c’est-à-dire

Pour tout entier naturel m, pour tout – œ R, on a �–
(m) = �–≠m.

7-b Soient – > 0, — > 0 et x > 0. On a

�– ú �—(x) =
⁄ x

0
�–(x ≠ t)�—(t) dt =

⁄ x

0

(x ≠ t)–≠1t—≠1

�(–)�(—) dt

Avec le changement de variable linéaire u = t/x, on obtient

�– ú�—(x) = 1
�(–)�(—)

⁄ 1

0
(x≠xu)–≠1(xu)—≠1xdu = x–+—≠1

�(–)�(—)

⁄ 1

0
(1≠u)–≠1u—≠1 du

En appliquant maintenant l’identité (E1) au cas p = – et q = —, on déduit alors que
pour tout réel x > 0,

�– ú �—(x) = x–+—≠1

�(–)�(—)
�(–)�(—)
�(– + —) = �–+—(x)

Donc Pour tous –, — > 0, �– ú �— = �–+— .

7-c Soit – > 0. Remarquons que �– est continue sur ] 0 ; +Œ [ et intégrable en 0
d’après le critère de Riemann (– ≠ 1 > ≠1). Si – > 1, elle est d’ordre exponentiel
puisque pour tout x > 0, x > ln x et donc par croissance de la fonction exponentielle,

----
x–≠1

�(–)

---- =
----
e (–≠1) ln x

�(–)

---- 6
----

1
�(–)

---- e (–≠1)x

Si – œ ] 0 ; 1 [, l’inégalité précédente n’est plus satisfaite car – ≠ 1 < 0.
On remarque dans ce ca que �– ne vérifie pas la définition d’une fonction
d’ordre exponentiel introduite à la question 4, car lim

tæ0+
�–(t) = +Œ. Ainsi,

quand l’énoncé précise que le candidat pourra utiliser les résultats des ques-
tions préliminaires dans le cas de fonctions uniquement intégrables en 0, cela
sous-entend que la définition d’ordre exponentiel a été adaptée dans ce cadre.

Pour s’en sortir, remarquons que dans les questions traitées jusqu’ici,
l’hypothèse « être d’ordre exponentiel » n’était utilisée que pour étudier le
comportement au voisinage de l’infini des fonctions concernées. On généra-
lise alors naturellement la définition en ne vérifiant l’inégalité qu’à partir
d’un certain rang t0 > 0. Autrement dit, si f désigne une fonction continue
sur ] 0 ; +Œ [ et intégrable en 0, on dira qu’elle est d’ordre exponentiel s’il
existe trois réels r, M > 0 et t0 > 0 tels que

’t > t0 |f(t)| 6 Me rt
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En particulier, si – œ ] 0 ; 1 [, la fonction �– devient d’ordre exponentiel avec
cette définition en posant t0 = 1, M = 1/�(–) et r = 0. Enfin, le lecteur
pourra vérifier que cette généralisation permet e�ectivement d’étendre les
résultats du préliminaire dans ce cadre moins restrictif.

Ainsi, d’après le résultat généralisé de la question 4-a, pour tout – > 0, L(�–)(s) est
bien défini pour s assez grand. En utilisant le changement de variable linéaire u = st,

L(�–)(s) =
⁄ +Œ

0
e ≠st t–≠1

�(–) dt

= 1
s–�(–)

⁄ +Œ

0
e ≠uu–≠1 du

L(�–)(s) = 1
s–

(car – > 0)

Si – 6 0, on a un problème de définition. En particulier, l’intégrale évoquée
dans le calcul ci-dessus diverge. Rappelons en e�et que le début de l’énoncé
admet que l’identité

�(–) =
⁄ +Œ

0
e ≠tt–≠1 dt

n’est valable que pour – > 0.

8-a Si – = 0, alors J– est l’opérateur identité. Ainsi,

’— > 0 J– ¶ J— = J— = J–+—

Si maintenant — = 0, alors J— est l’opérateur identité. Ainsi,

’– > 0 J– ¶ J— = J– = J–+—

Soient alors – et — des réels strictement positifs. On a pour toute fonction f continue
sur ] 0 ; +Œ [ et intégrable en 0,

J– ¶ J—(f) = �– ú (�— ú f) =
question 3-c

(�– ú �—) ú f =
question 7-b

�–+— ú f = J–+—(f)

Finalement, ’–, — œ R+ J– ¶ J— = J–+—

8-b Soit – > 0. Comme évoqué à la question 7-c, �– est d’ordre exponentiel.
La question 4-c assure alors que J–(f) est elle-même d’ordre exponentiel. Ainsi,

Pour tout – > 0, la quantité L(J–(f))(s) est bien définie pour s assez grand.

De plus, d’après la question 4-d, pour s assez grand,

L(J–(f))(s) = L(�– ú f)(s) = L(�–)(s)L(f)(s)

Le résultat de la question 7-c permet alors de conclure que

Pour tout s assez grand, L(J–(f))(s) = s≠–L(f)(s).

8-c D’après la question 7-b, on obtient directement

’–, “ œ Rú
+ J–(�“) = �– ú �“ = �–+“ = �“+–
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8-d Soient – > 0 et f d’ordre exponentiel. Alors d’après les questions 5-a et 8-b,

J–(f) = 0 ≈∆ ÷s0 > 0 ’s > s0
1
s–

L(f)(s) = 0

≈∆ ÷s0 > 0 ’s > s0 L(f)(s) = 0

’– > 0 J–(f) = 0 ≈∆ f = 0 (question 5-c)

Cette question permet d’assurer qu’il n’existe pas de pseudo-primitive
de la fonction nulle, s’annulant en 0, autre qu’elle-même. Pour être exact,
il n’existe pas de telle primitive qui soit d’ordre exponentiel.

On pourrait en fait le démontrer sans utiliser l’hypothèse « f d’ordre
exponentiel ». Faisons-le. Supposons donc J–(f) = 0. Soit Á–Ë l’unique entier
tel que Á–Ë ≠ 1 < – 6 Á–Ë. D’après la question 8-a,

JÁ–Ë(f) = JÁ–Ë≠– ¶ J–(f) = JÁ–Ë≠–(0) = 0

Comme JÁ–Ë est l’opérateur d’intégration itéré Á–Ë fois, en dérivant Á–Ë fois
cette dernière identité, on obtient f = 0.

B. Dérivées fractionnaire

9 Soit P(n) la propriété définie pour n œ N suivante :

P(n) : « Pour f dérivable n fois, on a Jn ¶ Dn(f)(x) = f(x) ≠
n≠1ÿ

k=0
f (k)(0)xk

k ! »

On montre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout entier naturel n.
• P(0) énonce que f = f , ce qui est vrai.
• P(n) =∆ P(n + 1) : Soit n œ N tel que P(n) soit vraie. Soit f une fonction

dérivable n+1 fois. Appliquons l’hypothèse de récurrence à la fonction f Õ. On a
donc pour tout x > 0,

Jn ¶ Dn+1(f)(x) = Jn ¶ Dn(f Õ)(x) = f Õ(x) ≠
n≠1ÿ

k=0
f (k+1)(0)xk

k !

Puis, d’après la définition de J et la linéarité de l’intégrale,

Jn+1 ¶ Dn+1(f)(x) =
⁄ x

0
f Õ(t) dt ≠

n≠1ÿ

k=0
f (k+1)(0)

⁄ x

0

tk

k ! dt

= f(x) ≠ f(0) ≠
n≠1ÿ

k=0
f (k+1)(0) xk+1

(k + 1) !

Jn+1 ¶ Dn+1(f)(x) = f(x) ≠
nÿ

¸=0
f (¸)(0)x¸

¸ ! (avec ¸ = k + 1)

• Conclusion : Le principe de récurrence assure alors que la propriété P(n) est
vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout f dérivable n fois et tout x > 0, Jn ¶ Dn(f)(x) = f(x) ≠
n≠1ÿ

k=0
f (k)(0)xk

k ! .
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10-a Pour – > 0 et m l’unique entier tel que m ≠ 1 < – 6 m, on a
D– ¶ J– = Dm ¶ Jm≠– ¶ J– =

question 8-a
Dm ¶ Jm

Ainsi ’– > 0 D– ¶ J– = id.

10-b Soit – > 0. Si – est un entier alors D–1 = 0. On supposera désormais que –
n’est pas un entier. Soit m l’unique entier tel que m ≠ 1 < – < m, et soit t > 0. On a

D–1(t) = Dm

3
t ‘≠æ 1

�(m ≠ –)

⁄ t

0

du

(t ≠ u)–+1≠m

4
(t)

Avec le changement de variable v = t ≠ u, cela devient

D–1(t) = Dm

3
t ‘≠æ 1

�(m ≠ –)

⁄ t

0

dv

v–+1≠m

4
(t) = Dm(J(�m≠–))(t)

D’après la question 8-c, D–1(t) = Dm(�m≠–+1)(t)
Puis d’après la question 7-a, D–1 = �1≠–

Ainsi, D–1 =

Y
]

[

�1≠– si – /œ N
0 si – œ Nú

1 si – = 0

Comme �n = 0 pour n œ Z≠, on peut réécrire

D–1 =
;

�1≠– si – ”= 0
1 si – = 0

Toutefois, rappelons que �n = 0 n’est qu’une convention. En particulier,
il n’y a pas de « continuité » dans l’expression ci-dessus.

En particulier, D–1 = 0 ≈∆ – œ Nú

10-c Soient – > 0 et “ > 0. Si – est un entier naturel, alors la question 7-a permet
de conclure. Supposons donc que – ne soit pas un entier et considérons l’entier m tel
que m ≠ 1 < – < m. Alors pour tout t > 0,

D–(�“)(t) = Dm ¶ Jm≠–(�“)(t)
= Dm(�m≠–+“)(t) (question 8-c)

D–(�“)(t) = �“≠–(t) (question 7-a)

On obtient donc ’–, “ œ Rú
+ D–�“ = �“≠–.

10-d Soient – > 0 et f d’ordre exponentiel. On note encore m l’unique entier tel
que m ≠ 1 < – 6 m. On a

D–(f) = 0 ≈∆ Dm ¶ Jm≠–(f) = 0
En particulier, Jm≠–(f) est de dérivée m-ième nulle. Il s’agit donc d’un polynôme de
degré au plus m ≠ 1. En l’exprimant sous sa forme de Taylor en 0, on obtient

D–(f) = 0 ≈∆ ’x > 0 Jm≠–(f)(x) =
m≠1ÿ

k=0
Dk(Jm≠–(f))(0)xk

k !

≈∆ Jm≠–(f) =
m≠1q
k=0

Dk(Jm≠–(f))(0)�k+1 (question 1-b)
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Avec le changement d’indice j = m ≠ k, on obtient

D–(f) = 0 ≈∆ Jm≠–(f) =
mq

j=1
Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�m≠j+1

Si m = –, alors Jm≠–(f) = f et il s’agit exactement du résultat attendu. Dans le cas
contraire, on a 0 < m ≠ – < 1 et, d’après la question 7-b,

�m≠j+1 = �m≠– ú �–≠j+1

La linéarité à droite de ú découlant de celle de l’intégrale, on obtient

D–(f) = 0 ≈∆ Jm≠–(f) = �m≠– ú
3

mq
j=1

Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�–≠j+1

4

≈∆ Jm≠–(f) = Jm≠–

3
mq

j=1
Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�–≠j+1

4

≈∆ Jm≠–

3
f ≠

mq
j=1

Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�–≠j+1

4
= 0

D–(f) = 0 ≈∆ f =
mq

j=1
Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�–≠j+1 (question 8-d)

Dans tous les cas, on a donc

D–(f) = 0 ≈∆ f =
mq

j=1
Dm≠j(Jm≠–(f))(0)�–≠j+1

En posant cj = Dm≠j(Jm≠–(f))(0)/�(– ≠ j + 1) pour tout j œ [[ 1 ; m ]], on obtient

D–(f) = 0 ≈∆
3

’x > 0 f(x) =
mq

j=1
cjx–≠j

4

On vient de généraliser le fait que f (m) = 0 si et seulement si f est une
fonction polynomiale de degré au plus m ≠ 1.

11-a Soient – = — = 1/2 et f = �1/2. D’une part, d’après la question 7-a,

D–+—(f) = D(f) = �≠1/2

D’autre part, d’après la question 10-c,

D—(f) = �1/2≠1/2 = �0 = 0

D’où D– ¶ D—(f) = 0

La question 10-c ne peut s’appliquer deux fois de suite pour conclure à l’éga-
lité des deux fonctions. En e�et, il faudrait l’appliquer avec “ = 0 la deuxième
fois, ce qui n’est pas autorisé.

11-b Soient g = �3/2, – = 1/2 et — = 3/2. Alors, d’après les questions 10-c et 7-a,

D— ¶ D–(g) = D—(�1) = �≠1/2 et D–+—(g) = D2(g) = �≠1/2

De plus, D—(g) = �0 = 0, puis

D– ¶ D—(g) = 0
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11-c Soient “ > 0 et Á“Ë l’unique entier tel que Á“Ë ≠ 1 < “ 6 Á“Ë. Alors

D“(f) = DÁ“Ë ¶ JÁ“Ë≠“(f)

Pour tout t œ [ 0 ; R [, calculons tout d’abord

JÁ“Ë≠“(f)(t) =
⁄ t

0
�Á“Ë≠“(t ≠ u)u⁄÷(u) du =

⁄ t

0

+Œq
k=0

–k�k+1(u)u⁄�Á“Ë≠“(t ≠ u) du

Justifions que l’on peut permuter la série et l’intégrale. Posons, pour tout k œ N et
tout u œ [ 0 ; t ],

fk(u) = –k�k+1(u)u⁄�Á“Ë≠“(t ≠ u)

Chaque fonction fk est continue et intégrable sur ] 0 ; t [ car ⁄ > ≠1 et Á“Ë≠“≠1 > ≠1.
De plus, comme t < R et que, en tant que série entière, la série définissant ÷ converge
normalement sur tout segment fermé de [ 0 ; R [, la série

q
fk converge normalement

sur tout segment fermé de ] 0 ; t [ vers la fonction u ‘æ u⁄÷(u)�Á“Ë≠“(u). Elle converge
donc simplement vers cette dernière sur l’intervalle ] 0 ; t [.

On fait bien attention à exclure 0 et t car 0⁄ ou �Á“Ë≠“(t ≠ t) pourraient ne
pas avoir de sens.

La somme d’une série entière étant continue sur son disque ouvert de convergence, par
opérations usuelles, la fonction u ‘æ u⁄÷(u)�Á“Ë≠“(u) est continue sur cet intervalle.
Considérons t œ [ 0 ; R [. Pour tout k œ N, majorons l’intégrale

⁄ t

0
|fk(u)| du =

----–k
�(⁄ + k + 1)

k !

----
⁄ t

0
�⁄+k+1(u)�Á“Ë≠“(t ≠ u) du

On reconnaît ici un produit de convolution. D’après la question 7-b, on obtient, pour
tout k œ N,

⁄ t

0
|fk(u)| du =

----–k
�(⁄ + k + 1)

k !

---- �Á“Ë≠“+⁄+k+1(t)

=
----–k

�(⁄ + 1)
k !

----

3
kr

i=1

⁄ + i

Á“Ë ≠ “ + ⁄ + i

4

¸ ˚˙ ˝
œ [ 0 ; 1 ]

tÁ“Ë≠“+⁄

�(Á“Ë ≠ “ + ⁄ + 1) tk

⁄ t

0
|fk(u)| du 6

----–k
�(⁄ + 1)

k !

---- �Á“Ë≠“+⁄+1(t)tk (car Á“Ë ≠ “ > 0)

Comme t < R, la série de terme général �(⁄ + 1)�Á“Ë≠“+⁄+1(t)–k

!
tk/k !

"
est abso-

lument convergente. Il s’ensuit que la série
ÿ

kœN

⁄ t

0
|fk(u)| du

converge. Le théorème de permutation série-intégrale s’applique donc et on obtient

JÁ“Ë≠“(f)(t) =
+Œÿ

k=0

⁄ t

0
fk(u) du

Or, ’k œ N
⁄ t

0
fk(u) du = –k

�(⁄ + k + 1)
k ! �Á“Ë≠“+⁄+k+1(t)

donc JÁ“Ë≠“(f)(t) =
+Œÿ

k=0
–k

�(⁄ + k + 1)
k ! �Á“Ë≠“+⁄+k+1(t)
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Pour déterminer D“(f) = DÁ“Ë ¶ JÁ“Ë≠“(f), il nous reste donc à dériver Á“Ë fois
la série de fonctions précédente. Définissons alors pour tout k œ N,

gk(t) = –k
�(⁄ + k + 1)

k ! �Á“Ë≠“+⁄+k+1(t)

Les fonctions gk sont de classe C Œ sur ] 0 ; R [ et pour tout k œ N et j 6 Á“Ë, d’après
la question 7-a,

gk
(j)(t) = –k

�(⁄ + k + 1)
k ! �Á“Ë≠j≠“+⁄+k+1(t)

= –k
�(⁄ + k + 1)

k ! �(Á“Ë ≠ j ≠ “ + ⁄ + k + 1) tÁ“Ë≠j≠“+⁄+k

gk
(j)(t) = –k

k !
�(≠j + ⁄ + k + 1)

�(Á“Ë ≠ j ≠ “ + ⁄ + k + 1)

3
jr

i=1
(≠i + ⁄ + k + 1)

4
tÁ“Ë≠j≠“+⁄+k

Pour tout k > Á“Ë + 1, on a k > j + 1 et donc

1 < Á“Ë ≠ j ≠ “ + ⁄ + k + 1 6 Á“Ë ≠ j ≠ “ + ⁄ + k + 1

De plus, pour tous réels x et y tels que 1 6 x 6 y, et tout t > 0,

0 < e ≠ttx≠1 6 e ≠tty≠1

Par croissance de l’intégrale, pour tous réels x et y tels que 1 6 x 6 y,

1 = �(1) 6 �(x) 6 �(y)

En particulier, 1 6 �(≠j + ⁄ + k + 1) 6 �(Á“Ë ≠ j ≠ “ + ⁄ + k + 1)

D’où, pour tout k > Á“Ë + 1,

--gk
(j)(t)

-- 6 |–k|
k !

----
jr

i=1
(≠i + ⁄ + k + 1)

---- tÁ“Ë≠j≠“+⁄+k

Or, un polynôme étant équivalent, en l’infini, à son terme de plus haut degré,
jr

i=1
(≠i + ⁄ + k + 1) ≥

kæ+Œ
kj

On veut maintenant obtenir le rayon de convergence de la série entière
q

kj–ktk/k !
pour tout j œ N. Soit alors la propriété

P(j) : « Les séries entières
q

–k
tk

k ! et
q

kj–k
tk

k ! ont même rayon de convergence. »

Montrons-la par récurrence sur j.

• P(0) énonce que la série
q

–ktk/k ! a le même rayon de convergence qu’elle-
même, ce qui est vrai.

• P(j) =∆ P(j + 1) : Soit j œ N tel que P(j) soit vraie. D’après le cours, les sé-
ries entières

q
kj–ktk/k ! et

q
kkj–ktk/k ! ont le même rayon de convergence.

Ainsi P(j + 1) est vraie.
• Conclusion : Le principe de récurrence assure que la propriété P(j) est vraie

pour tout j œ N.
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Comme t < R, on en déduit que chaque série de fonctions
q

k>Á“Ë+1
gk

(j) converge

uniformément sur tout segment de ] 0 ; R [. Le réel “ étant fixé, il en va donc de même
pour la série de fonctions

q
k>0

gk
(j). Le théorème de dérivation d’une série de fonctions

donne alors

D“(f)(t) = DÁ“Ë ¶ JÁ“Ë≠“(f)(t) =
+Œÿ

k=0
gk

(Á“Ë)(t) =
+Œÿ

k=0
–k

�(⁄ + k + 1)
k ! �≠“+⁄+k+1(t)

En particulier, D–+—(f)(t) =
+Œÿ

k=0
–k

�(⁄ + k + 1)
k ! �≠–≠—+⁄+k+1(t)

et pour “ = —,

D—(f)(t) =
+Œÿ

k=0
–k

�(⁄ + k + 1)
k ! �≠—+⁄+k+1(t) = t≠—+⁄

+Œÿ

k=0

–k

k !
�(⁄ + k + 1)

�(≠— + ⁄ + k + 1) tk

Comme précédemment, pour k > — + 1, on a
----

�(⁄ + k + 1)
�(≠— + ⁄ + k + 1)

---- 6 1

Par comparaison de séries entières, la série ci-dessus a un rayon de convergence su-
périeur ou égal à R. Comme ≠— + ⁄ > ≠1, on peut réappliquer le cas “ = – à cette
nouvelle fonction et obtenir

D– ¶ D—(f)(t) =
+Œÿ

k=0
–k

�(⁄ + k + 1)
k ! �≠–≠—+⁄+k+1(t)

Par suite, ’– > 0 ’— œ [ 0 ; ⁄ + 1 [ D– ¶ D—(f) = D–+—(f)

12-a Supposons D–
ú (f) = 0. Alors J– ¶ D–

ú (f) = 0, et donc

(J– ¶ Jm≠–) ¶ Dm(f) = 0

D’après la question 8-a, on a donc Jm ¶ Dm(f) = 0. La question 9 permet alors de
conclure que

f(x) ≠
m≠1ÿ

k=0
f (k)(0)xk

k ! = 0

En particulier,

La fonction f est un polynôme de degré au plus m ≠ 1.

On a en réalité une équivalence. En e�et, si f est un polynôme de degré au
plus m ≠ 1 alors Dm(f) = 0. Il s’ensuit Jm≠– ¶ Dm(f) = 0. Ainsi, D–

ú (f) = 0
si et seulement si f est un polynôme de degré au plus m ≠ 1.

12-b Juste avant l’énoncé de la question 10-a, le sujet dispense le candidat de
vérifier l’existence de D1≠–(f) = D¶J–(f). Ici, on pourrait tout de même le
vérifier facilement avec le théorème de dérivation des intégrales à paramètre.
On l’utilisera directement dans la réponse qui suit.
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Soit 0 < – < 1. On calcule

J ¶ J– ¶ D(f) = J– ¶ J ¶ D(f) (question 8-a)
= J–(f ≠ f(0)) (question 9)
= J–(f ≠ f(0)�1)
= J–(f) ≠ f(0)J–(�1) (linéarité de J–)

J ¶ J– ¶ D(f) = J ¶ D ¶ J–(f) ≠ f(0)J–(�1)

Donc par linéarité de D,

D ¶ J ¶ J– ¶ D(f) = D ¶ J ¶ D ¶ J–(f) ≠ f(0)D ¶ J–(�1)

D’après la question 10-a, D ¶ J = id et, par suite,

J– ¶ D(f) = D ¶ J–(f) ≠ f(0)D ¶ J–(�1)

Enfin, comme 0 < 1 ≠ – < 1, on a D1≠– = D ¶ J1≠(1≠–) = D ¶ J–, d’où

J– ¶ D(f) = D ¶ J–(f) ≠ f(0)D1≠–(�1)

D’après la question 10-c,

J– ¶ D(f) = D ¶ J–(f) ≠ f(0)�–

ou encore D ¶ J–(f) = J– ¶ D(f) + f(0)�–

12-c Soit P(k) la propriété définie pour k œ [[ 1 ; m ]] par

P(k) : Dk ¶ Jm≠–(f) = Jm≠– ¶ Dk(f) +
k≠1q
j=0

f (j)(0)�m≠k≠–+1+j

Démontrons par récurrence que P(k) est vraie pour tout k œ [[ 1 ; m ]].
• P(1) est vraie car c’est le résultat de la question 12-b appliquée à f et m ≠ –.
• P(k) =∆ P(k + 1) : Soit k < m tel que P(k) est vraie. Alors en appliquant

l’hypothèse de récurrence,

Dk+1 ¶ Jm≠–(f) = D
3

Jm≠– ¶ Dk(f) +
k≠1q
j=0

f (j)(0)�m≠k≠–+1+j

4

= D ¶ Jm≠– ¶ Dk(f) +
k≠1q
j=0

f (j)(0)D (�m≠k≠–+1+j)

D’après la question 12-b appliquée à Dk(f) et m ≠ –,

Dk+1 ¶ Jm≠–(f) = Jm≠– ¶ Dk+1(f) + Dk(f)(0)�m≠– +
k≠1q
j=0

f (j)(0)D (�m≠k≠–+1+j)

Puis d’après la question 7-a,

Dk+1 ¶ Jm≠–(f) = Jm≠– ¶ Dk+1(f) + Dk(f)(0)�m≠– +
k≠1q
j=0

f (j)(0)�m≠k≠–+j

= Jm≠– ¶ Dk+1(f) +
kq

j=0
f (j)(0)�m≠k≠–+j

• Conclusion : Le principe de récurrence assure que P(k) est vraie pour tout
entier k œ [[ 1 ; m ]].
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En particulier, on obtient pour k = m

D–(f) = D–
ú (f) +

m≠1q
j=0

f (j)(0)�j≠–+1

c’est-à-dire que

’x > 0 D–(f)(x) = D–
ú (f)(x) +

m≠1ÿ

k=0
f (k)(0) xk≠–

�(k ≠ – + 1)

12-d La fonctionnelle D– étant linéaire, on a

D–

3
f ≠

m≠1q
k=0

f (k)(0)�k+1

4
= D–(f) ≠

m≠1q
k=0

f (k)(0)D–(�k+1)

Donc, d’après la question 12-c,

D–

3
f ≠

m≠1q
k=0

f (k)(0)�k+1

4
= D–

ú (f) +
m≠1q
k=0

f (k)(0)�k≠–+1 ≠
m≠1q
k=0

f (k)(0)D–�k+1

Les deux dernières sommes se simplifient d’après la question 10-c, d’où

D–

3
f ≠

m≠1q
k=0

f (k)(0)�k+1

4
= D–

ú (f)

C. Deux équations différentielles fractionnaires

13-a Par définition, pour tout t > 0, J–(g)(t) = f(t). D’après la question 10-a,
on obtient après composition par D– à gauche

g = D–(f)

13-b D’après la question 13-a et la définition de D–, on a pour tout s assez grand,

L(g)(s) = L(D ¶ J1≠–(f))(s) (0 < – < 1)
= sL(J1≠–(f))(s) ≠ J1≠–(f)(0) (question 4-b)

L(g)(s) = ss–≠1L(f)(s) ≠ J1≠–(f)(0)¸ ˚˙ ˝
= 0

(question 8-b)

Ainsi, L(g)(s) = s–L(f)(s) pour s assez grand.

14-a Par définition, pour |◊| < 1,

E0(◊) =
+Œq
k=0

◊k = 1
1 ≠ ◊

car on reconnaît la série géométrique de raison ◊ et de premier terme 1. D’après la
question 1-b, on obtient pour ◊ œ R

E1(◊) =
+Œÿ

k=0

◊k

�(k + 1) =
+Œÿ

k=0

◊k

k ! = e ◊



24 X/ENS Maths PSI 2021 — Corrigé

et enfin E2(≠◊2) =
+Œÿ

k=0
(≠1)k ◊2k

�(2k + 1) =
+Œÿ

k=0
(≠1)k ◊2k

(2k) ! = cos ◊

En conclusion, E0(◊) = 1
1 ≠ ◊

, E1(◊) = e ◊ et E2(≠◊2) = cos ◊

14-b Soit R– le rayon de convergence de E–. Alors, en utilisant la règle de d’Alem-
bert, on a sous réserve d’existence

1
R–

= lim
kæ+Œ

----
�(1 + –k)

�(1 + –(k + 1))

---- = lim
kæ+Œ

�(1 + –k)
�(1 + –(k + 1))

avec la convention R– = +Œ si cette limite est nulle. Si – = 0 alors R– = 1. Sinon,
d’après l’équation (E1), toujours sous réserve d’existence,

1
R–

= lim
kæ+Œ

B(–, 1 + –k)
�(–) = lim

kæ+Œ

1
�(–)

⁄ 1

0
(1 ≠ u)–≠1u–k du

Définissons pour k œ N et u œ [ 0 ; 1 [

fk(u) = (1 ≠ u)–≠1u–k

Ces fonctions sont continues. La suite de fonctions (fk)kœN converge simplement vers
la fonction nulle sur [ 0 ; 1 [. De plus, pour u œ [ 0 ; 1 [ et k œ N,

|fk(u)| 6 (1 ≠ u)–≠1

Au changement de variable v = 1 ≠ u près, on reconnaît une intégrale de Riemann
avec –≠1 > ≠1. L’hypothèse de domination du théorème de convergence dominée est
donc satisfaite. Enfin, la fonction nulle est continue. Ainsi, le théorème de convergence
dominée assure

lim
kæ+Œ

1
�(–)

⁄ 1

0
(1 ≠ u)–≠1u–k du =

⁄ 1

0
0 du = 0

Ainsi, R– =
;

1 si – = 0
+Œ si – > 0

En particulier,

Le rayon de convergence de la série entière E– est strictement positif.

14-c On suppose – > 0 car e0(t) n’est pas défini. En e�et, la définition donnerait

e0(t) =
+Œÿ

k=0

(≠1)k

�(1) =
+Œq
k=0

(≠1)k

ce qui n’existe pas au sens usuel de convergence des séries.

On a e–(t) =
+Œq
k=0

(≠1)k�1+–k(t)

On prend – > 0. Commençons par montrer que L(e–)(s) est bien défini pour s > 1.
Soit s > 1. Par définition, sous réserve d’existence,

L(e–)(s) =
⁄ +Œ

0
e ≠st

+Œq
k=0

(≠1)k�1+–k(t) dt
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On va obtenir l’existence de cette quantité pour s > 1 grâce à une permutation
série-intégrale. Notons pour k œ N et t > 0

gk(t) = (≠1)ke ≠st�1+–k(t)

Les fonctions gk sont continues et intégrables sur ] 0 ; +Œ [. De plus,

t ‘≠æ
+Œq
k=0

gk(t) = e ≠ste–(t)

est une fonction continue sur ] 0 ; +Œ [ car pour – > 0, le rayon de convergence de E–

est infini d’après la question 14-b. Enfin,
⁄ +Œ

0
|gk(t)| dt =

⁄ +Œ

0
e ≠st�1+–k(t) dt

= L (�1+–k) (s)

= 1
s1+–k

(question 7-c)
⁄ +Œ

0
|gk(t)| dt = 1

s

3
1
s–

4k

Pour s > 1 et – > 0, s– > 1, et on reconnaît alors le terme général d’une série
géométrique convergente. Ainsi, d’après le théorème de permutation série-intégrale,
la quantité L(e–)(s) est définie pour tout s > 1 et

L(e–)(s) =
+Œÿ

k=0

⁄ +Œ

0
(≠1)ke ≠st�1+–k(t) dt

=
+Œÿ

k=0
(≠1)kL(�1+–k)(s)

=
+Œÿ

k=0
(≠1)k 1

s1+–k

L(e–)(s) = 1
s

+Œÿ

k=0

3
≠ 1

s–

4k

On reconnaît à nouveau une série géométrique convergente. On connaît donc sa
somme. Plus précisément,

’s > 1 L(ea)(s) = 1
s

s–

s– + 1

ou encore ’s > 1 L(ea)(s) = s–≠1

s– + 1

14-d Soient k œ N et s su�samment grand. Alors,

L(uk)(s) = L(Jke–)(s)

La fonction e– est d’ordre exponentiel. On peut donc appliquer le résultat de la
question 8-b et obtenir L(uk)(s) = s≠kL(e–)(s), puis d’après la question 14-c,

L(uk)(s) = s–≠k≠1

s– + 1
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15 Soit Á–Ë l’entier tel que Á–Ë ≠ 1 < – 6 Á–Ë. Alors, d’après la question 8-a,

J– ¶ D–
ú (u) = J– ¶ JÁ–Ë≠– ¶ DÁ–Ë(u) = JÁ–Ë ¶ DÁ–Ë(u)

Maintenant, d’après la question 9,

J– ¶ D–
ú (u) = u ≠

Á–Ë≠1q
k=0

u(k)(0)�k+1

Ainsi, en partant de l’équation D–
ú (u) = ≠u, on obtient

u ≠
Á–Ë≠1q

k=0
u(k)(0)�k+1 = J– ¶ D–

ú (u) = J–(≠u) = ≠J–(u)

c’est-à-dire pour tout t > 0

u(t) =
Á–Ë≠1q

k=0
ck

tk

k ! ≠ J–(u)(t) avec ’k œ [[ 0 ; Á–Ë ≠ 1 ]] ck = u(k)(0)

16 D’après la question 15, on a

u =
Á–Ë≠1q

k=0
ck�k+1 ≠ J–(u)

Alors, par linéarité de la transformée de Laplace, pour tout s su�samment grand,

L(u)(s) =
Á–Ë≠1q

k=0
ckL(�k+1)(s) ≠ L(J–(u))(s)

D’après la question 7-c, ’s > k L(�k+1)(s) = 1
sk+1

et d’après la question 8-b, pour s su�samment grand,

L(J–(u))(s) = 1
s–

L(u)(s)

et donc L(u)(s) =
Á–Ë≠1ÿ

k=0

ck

sk+1 ≠ 1
s–

L(u)(s)

puis L(u)(s) = s–

s– + 1

Á–Ë≠1ÿ

k=0

ck

sk+1 =
Á–Ë≠1ÿ

k=0
ck

s–≠k≠1

s– + 1

D’après la question 14-d, pour tout s su�samment grand,

L(u)(s) = L
A

Á–Ë≠1q
k=0

ckuk

B
(s)

La question 5 permet enfin de conclure que

u =
Á–Ë≠1q

k=0
ckuk


