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Mathématiques 2
MP, MPI

4 heures Calculatrice autorisée

2023

Notations
— Dans tout le sujet, n désigne un entier naturel non nul.
— Etant donnés deux entiers naturels a et b, on note [a,b] Pensemble des entiers naturels & tels que a < k < b.

— Pour deux suites de nombres réels (u,,)en €6 (V) men, la notation w,, = O(v,,) signifie qu'il existe une
suite bornée (M,,) ey telle que 'on ait

ImgeN | Ym>=my, wu,=M,v

)
m mm-

On pourra utiliser sans démonstration la formule suivante, qui précise la formule de Stirling lorsque n tend

vers +00 :
nl = <Z> V2mn (1 + 0 (%)) .

Toutes les variables aléatoires considérées sont discretes.
I Résultats préliminaires

I.A — Calcul d’une intégrale classique

Rappelons que n désigne un entier naturel non nul. On note

1 +oo
I, = i 1 K, = 1 d
= m(t et = mt.
0 0
LA.1)
Q1. Montrer que
1
I, > on-

Q2. Justifier I'existence de K, et donner la valeur exacte de K;.

Q 3. Montrer que

+oo

[ o =0 (ian)

1
On pourra minorer 1 + 2 par un polynéme de degré 1.
Q 4. En déduire que, lorsque n tend vers 400,

I

n

~ K,

n*
Q5. Etablir la relation de récurrence K, = K, + %Kn.

Q 6. En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oo.
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LA.2)

Q7. Justifier que

Q 8. Montrer que

lim vnl, = / e du.
0
Q9. En déduire les valeurs de
+oo +00
/ e du puis de / 2 du.
0 —%

Dans toute la suite, on posera pour tout x réel

LP(I):\/%B’”Z/2 et D(x) = /go(t)dt.

—o0
I.B — Comportement asymptotique de 1 — ®

Soit = > 0.

Q 10.  En écrivant que ¢(t) < %p(t) pour tout ¢ > z, montrer que

+00

/ o(t)dt < @

Q 11. A Tlaide de ’étude d’une fonction bien choisie, montrer que

+00

el < [ et

x

Q 12.  En déduire un équivalent simple de 1 — ®(z) lorsque z tend vers +o0.
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Mathématiques 2

4 heures Calculatrice autorisée

Notations

2024

Dans ce probléme, on introduit la notion de produit infini et on 1'utilise pour obtenir diverses propriétés.

— La partie I permet d’obtenir des résultats qui seront utilisés dans tout le probleme.

— La partie II étudie quelques exemples de calcul de produit infini, dont celui de Wallis, et donne par ailleurs

une illustration en probabilités.

— La partie III permet de montrer, sous certaines conditions, la continuité ou le caractére €' d'une fonction

définie par un produit infini de fonctions.

— La partie IV a pour but d’exprimer la fonction sinus sous forme de produit infini et, en s’appuyant sur la

partie ITI, d’en tirer quelques conséquences.

— Enfin, la partie V étudie la fonction I'. Elle utilise quelques résultats des parties I, III et IV.

Pour t € R, on note |t] la partie entiere de t.

Soit p € N et (u,),s, une suite de nombres réels. On pose pour tout n € N tel que n > p,
n
P, = H Uy,
k=p

On dit que la suite (P,),,>,, est la suite des produits partiels du produit infini H Uy

nzp

Si la suite (P,),,s, converge, on dit que sa limite est la valeur du produit infini et on pose :

+oo

u, = lim P,.
H k n—+oo "
k=p

I Résultats préliminaires

I.A - Soit n € N*.
Q1. Montrer que, pour tout (zy,...,z,) € R™,

(ﬁ(l + ;r:k)> - 1’ < (ﬁ(l + \;1;k|)> 1

k=1 k=1

Q 2. Montrer que, pour tout (zq,...,x,) € [~1,+oo[",

ﬁ(l +ap) < exp(i .’L‘k,) .

k=1 k=1

I1.B - Soit z € C. Pour tout n € N*, on pose

Z\n
U, = <1+;) ’

Le but de cette sous-partie est de montrer que la suite (u,,), ¢y converge vers e*.
Q 3. Montrer que, pour tout ¢t € C,

1+1t) —et| < [t]2el.
(1+1) <t

Q4. Soit (a,b) € C% et n € N*. On note M = max{|al, |b|}.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 2 PC 2024 — Enoncé 2 / 5

Montrer que |a™ — b"| < nM™ Ya — b|.

n

Q 5. Montrer que, pour tout n € N¥, < e‘z‘

n
(1+2) e
n

Q 6. Conclure que la suite (u,,), . converge vers e,

IT Exemples de calcul de produit infini

II1.A — Q7. Calculer H (1 — —) et H( n+l>.

N n+1
On pourra, pour tout N > 2, établir une expression de H (1 —2) et de H( ) )
n=2 n

II.B — Pour tout n € N, on pose

W, = /(cos u)"du.
0

Q 8. Montrer que, pour tout n € N, (n+2)W,, ., = (n+ 1)W,, et en déduire que, pour tout n € N,

22n(nl)2
Wonir = Gy

+oo
1
Q9. Déterminer un équivalent de la suite (W, ), y et en déduire H (1 - m) .
n2 —

II.C - On considere (€2, A, [P) un espace probabilisé et (A,,)
que la série numérique Z P(4,,) diverge.
n>0

, n une suite d’événements indépendants tels
+oo
Q 10.  Soit n € N. Montrer que H (1- [P(Ap)) =0.

p=n
On pourra utiliser I'inégalité démontrée en Q 2.

Q 11. En déduire que P m U A,

n Np=n

III Etude d’une fonction définie par un produit infini
On considére dans cette partie :

— a et b deux réels tels que a < b et le segment § = [a, b].

— (fn)n>1 une suite de fonctions définies sur 8 & valeurs dans |—1, 4-ocl.

— Pour tout n e N* et z € §:

n n
P,(z) = H(l + fi(@), Q.(z)= H (14 |fr(x)]), et sous condition d’existence R,,( Z | fr(x)].
k=1 k=1 k=n+1
IIILA —  On suppose dans cette sous-partie que (f,,),~; est une suite de fonctions continues sur 8 et que la

série de fonctions E |f,,| converge uniformément sur § vers la fonction Ry,.
n=1

Q 12. Montrer qu’il existe M € R’ tel que, pour tout z € Setne N,
Qui1(2) = Q@) < eM|fpa (@)].
Q 13.  Montrer que, pour tout z € § et n € N*,

[Ppi1 () = P ()] < Quia (z) — @ ().
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Q 14.  En déduire que la suite de fonctions (P, ),y converge uniformément sur § vers la fonction P définie
sur § par :

§—=R
+00
zr [[(+ fo())
n=1
Q 15. Montrer que la fonction P est continue et ne s’annule pas sur §.
+o0
II1.B - Pour tout x € R, on pose flz)= (1 — e*nz2).

Il
-

n:

Q 16.  Montrer que f est définie et continue sur R
Q 17.  Dresser le tableau de variations de f sur RY puis calculer les limites de fen 0 et en +o0.

III.C —  On suppose dans cette sous-partie que (f,),>; est une suite de fonctions de classe €' sur § telle
que :

— la série de fonctions g |f,,] converge uniformément sur 8.
nzl1

— la série de fonctions E " converge uniformément sur 8.

n=1 n

Q 18.  Montrer que, pour tout n € N* et z € 8,

Pi@) = Pu@) Y o f;f()x)
k=1 ¢

Q 19. En déduire que la fonction

§—=R
+oo

e [[ A+ (@)
n=1

est de classe C' sur 8 et que

, oo g
Ve S, P(I) :Z fn(x)

Plx) =1+ [f.(2)

IV Expression de la fonction sinus comme produit infini

IV.A — Pour tout n € N, on pose

Fa(X) = %((1 + 27ﬁ 1)2n+1 - (1 h 2ri 1)2n+1>'

Dans les questions Q20 a Q23, on fixe un entier naturel 7.

Q 20.  Montrer que P, est un polynome de degré 2n + 1.

Q 21.  Pour tout k € [0,2n], on note z, = (2n+1) tan(
est {x, |k € [0,2n]}.

k
™). Montrer que I’ensemble des racines de P,
2n+1

Q 22. En déduire qu’il existe A € C tel que

Q 23.  En calculant P/ (0), montrer que :

P(X) :Xﬁ (17 f—j) .
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Q 24.  Montrer que la suite de fonctions (P,), o, converge simplement sur R vers la fonction sinus.

IV.B —  Dans cette sous-partie, on fixe un réel x et on considére la suite de fonctions (v, ). de R, dans R
définie par :

R, - R
Il -
Vk e N*, v : T 1— 5 sit >k
[ (tan (th]+1) @l +1)
Py, () sit < k.

Q 25.  Montrer que, pour tout ¢ € R, et k € N tel que k > 2

2
x
[0 (t) — vp_a (B)] < lem(tﬂ-

Q 26.  Montrer que, pour tout £ € R, et k€ N,

Q 27.  En déduire que la série de fonctions E (v, — vp_y) converge uniformément sur R, .
k=2
Q 28.  Calculer, pour tout k € N*, tlim vy (t) et, pour tout t € Ry, Lm wy(t).
—+00 k—+oo

Q 29. En déduire que :

sin(z) —zH< (]7r )

IvV.C -
Q 30. Montrer que, pour tout x € [ ] {0},
+oo
cos(z) 1 Z 2z
sin(z) @ = (jm)? —x2
+00 1 71'2
31. En déduir — = —.
Q n déduire que ; 2 6

. . . . xcos(z)—sin(z
On pourra dans un premier temps déterminer lim M

2550 a2 sin(x)
V Autour de la fonction I
V.A - Pour tout z € [pr on pose
+00
I(z) = /tz te tdt.
0

Q 32. Montrer que I" est une fonction définie et continue sur R
Pour tout n € N* et tout x € [R’:L7 on pose

1

g, (z) = /ug”’1 (1 —w)" du.

0

Q 33.  Montrer que, pour tout n € N et tout = € R’

n!

H(erk

g () =
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Q 34. Montrer que, pour tout z € [Ri,

n

A\ "
lim /t’”’l (1 — 7) dt =T(z).
n—+oo n

0
n*n!
Q 35.  En déduire que, pour tout = € R}, I'(z) = 11111 -—
n—+oo
H(z + k)
k=0
V.B - Q 36.  Soit « € ]0,1[. Montrer que I'(z)I'(1 — z) = — ZT 3’
sin(mz
V.C - Q 37. Montrer qu'il existe v € R tel que
|
; e Inn+v+o(1).

Q 38.  En déduire que, pour tout x € R,

e +o00

I(a) = —]]e" (1 + %)71.

n=1

e e oe[Ne oo
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