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Partie IV - Algèbre linéaire

On considère les matrices I4 =

⎛

⎜

⎜

⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟

⎟

⎠

, A =

⎛

⎜

⎜

⎝

p 0 p 0
q q 0 0
0 p 0 0
0 0 q 0

⎞

⎟

⎟

⎠

et L =

⎛

⎜

⎜

⎝

1
0
0
0

⎞

⎟

⎟

⎠

.

Soit t ∈ R. On note χA le polynôme caractéristique de A, si bien que χA(t) est le déterminant
de A− tI4.

Q24.Montrer que 0 est valeur propre de A et donner un vecteur propre de A associé à la valeur
propre 0.

Q25.Trouver les réels α, β et γ tels que, pour tout t ∈ R, χA(t) = t4 − t3 + αt2 + βt+ γ.

On dit que la matrice colonne S =

⎛

⎜

⎜

⎝

S0

S1

S2

S3

⎞

⎟

⎟

⎠

est solution de (Et) lorsque S = tAS + L.

Q26.Montrer que, pour tout t ∈ R, S est solution de (Et) si et seulement si (I4 − tA)S = L.

Pour tout t ∈ R, on note ψA(t) le déterminant de la matrice I4 − tA.

Q27.Montrer que pour tout t ∈ R∗, ψA(t) = t4χA(1/t).

Q28.Vérifier que pour tout t ∈ R, ψA(t) = −p2qt3 + pqt2 − t+ 1.

Q29.En déduire que, pour t au voisinage de 0, l’équation (Et) possède une unique solution S.

Pour tout k ∈ [[1, 4]], on note Uk la k-ième colonne de I4 − tA. On note B la base canonique de

M4,1(C) et on suppose que la matrice colonne S =

⎛

⎜

⎜

⎝

S0

S1

S2

S3

⎞

⎟

⎟

⎠

est solution de (Et).

Q30.Vérifier que L = U1S0 + U2S1 + U3S2 + U4S3.

Q31.En déduire que detB(U1, U2, U3, L) = S3 · detB(U1, U2, U3, U4) = S3 · ψA(t).

Q32.Montrer que, pour t au voisinage de 0, on a l’égalité :

S3 =
pq2t3

−p2qt3 + pqt2 − t+ 1
.

On se propose de déterminer certaines propriétés des valeurs propres de A. On note λ une valeur
propre complexe non nulle de A.

Q33.Montrer que λ est valeur propre de la matrice transposée de A.
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Q34.En déduire qu’il existe trois complexes non tous nuls x1, x2 et x3 tels que :

(H )

⎧

⎨

⎩

px1 + qx2 = λx1

qx2 + px3 = λx2

px1 = λx3

.

On considère désormais trois complexes non tous nuls x1, x2 et x3 qui vérifient le système (H ).
On note alors M = max(|x1|, |x2|, |x3|) et on remarque que l’on peut toujours se placer dans l’un
des trois cas suivants :

i) M = |x3| ; ii) M = |x2| avec M > |x3| ; iii) M = |x1| avec M > |x2| et M > |x3|.

Q35.Montrer, en distinguant ces trois cas, que |λ| < 1.

Q36.Montrer l’existence de nombres complexes λ1, λ2 et λ3 tels que :

0 < |λ1| ! |λ2| ! |λ3| < 1 et ∀t ∈ R, χA(t) = t(t− λ1)(t− λ2)(t− λ3).

Q37.Montrer l’existence de nombres complexes µ, a, b et c tels que :

µ ≠ 0, 1 < |a| ! |b| ! |c| et ∀t ∈ R, ψA(t) = µ(t− a)(t− b)(t− c).

Partie V - Étude d’un dernier cas

Dans cette partie, on suppose que :

• l’automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre C ;

• l’automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre P ;

• l’automate passe du niveau 2 au niveau 3 en générant la lettre C ;

• si l’automate est au niveau 0 ou 2 et qu’il génère la lettre P, alors il retombe au niveau 0 ;

• si l’automate est au niveau 1 et qu’il génère la lettre C, alors il reste au niveau 1.

L’expérience s’arrête dès que l’automate a atteint le niveau 3, c’est-à-dire dès que l’automate
aura généré la séquence CPC.

Q38.Reproduire, sur votre copie, la figure 3 suivante en la complétant pour résumer l’expérience
de cette partie V.

0 1 2 3

Figure 3

Pour i ∈ [[0, 3]] et n ∈ N∗, on note En,i l’événement ≪ après avoir généré la n-ième lettre,
l’automate se trouve au niveau i ≫ et E0,i l’événement ≪ l’automate se trouve initialement au

niveau i ≫. On pose pn,i = P(En,i) et pour tout t ∈ [−1, 1], on définit Si(t) =
+∞
∑

pn,it
n.
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