Exercices SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 1

()

Soient (fy),cy et f des fonctions de R dans R telles que (fy), oy converge uniformément vers f.

(a). Soit ¢ : R — R une application quelconque. Montrer que (fy, 0 ¢)nen converge uniformément vers f o ¢.
(b). La suite (¢ o f)nen converge-t-elle nécessairement uniformément vers ¢ o f?

(¢). Méme question en supposant ¢ continue ? lipschitzienne ?

(a). Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme,

ANEN, Vn>N, VteR, |fu(t)—f(t)|<e

En particulier, Vnz N, VeeR,  [fu(¢(x)) = (o)) = [(fnod)(x) = (fod)(x)] <€

Cette derniére majoration montre bien que

‘ La suite (f, o ¢)nen converge uniformément vers f o ¢. ‘

(b). Prenons ¢ : & — x* et f, : & — x + 1/n, définies sur R. On vérifie facilement que (fy), oy converge uniformément
vers la fonction identité sur R car ||f, — I4||,, = 1/n. Cependant, pour tout entier n et tout réel =

(o fu)(x) = ($+%)2—I2= 2£+ !

n  n?

qui n’est jamais borné sur R. Ainsi, la convergence ne peut étre uniforme.

‘La suite (¢ o f)nen ne converge pas nécessairement uniformément vers ¢ o f.

(¢). L’hypothese de continuité de change rien, puisque le contre-exemple de la question précédente convient encore. Supposons
maintenant ¢ lipschitzienne et montrons qu’alors, (¢ o f,,)nen converge uniformément vers ¢ o f. Par hypothése, il existe
M € R, tel que

Ve,y eR, [¢(x) — o(y)| < M|z —y|

et notamment pour tout entier n et tout réel x,

[6(fn(2)) = &(f(2))] = (Do fu)(@) = (P o f())] < M |f(z) = fulx)] < M || fo = fll

et en particulier, l|pofrn—0ofllo <Mfn—fllo

Puisque (fy),cy converge uniformément vers f, le terme de droite est de limite nulle quand n tend vers +oco. Il en est
donc de méme pour celui de gauche, ce qui prouve que

‘ Si ¢ est lipschitzienne, alors (¢ o fy,)nen converge uniformément vers f.

(+)

Soit f :[0;1] — R continue et telle que f(1) = 0. On pose g, : * — 2" f(x) pour tout entier n. Montrer que la suite (gy,)
converge uniformément vers 0.

neN

Soit € > 0. Par continuité de f en 1,
I >0, Veell-nl], |f(x)l<e
et en particulier Ve e[l—mn;1], VneN, |fn(x)] <€ d’ou anHoo,u—n;l] <e€

Reste a majorer f,, sur [0;1 — n]. Notons que puisque f est continue sur le segment [0; 1], elle est bornée. Dés lors, pour tout
entier n, on peut écrire que

Hf’ﬂHoo,[();lfn] < ||f||oo ’ (1 - ,'7)” —0

n——+oo
Ainsi, aN € Na Vn > N7 Hf””oo,[o;lfn] <€
Des IOI'S, pour n 2 N7 Hffl”oo = max (anHOOJO;lf'r]] 7||f’n||oo7[177];1}) <e€
ce qui établit donc que ‘La suite de fonctions (fy), oy converge uniformément vers 0. ‘
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Exercices SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 2

(+)

Soit (fn),en une suite de fonctions continues convergeant uniformément vers f sur un segment [a;b] et (), une suite de

points de [a; b] convergeant vers = € [a; b]. Montrer que f,(z,,) P (x).
n—+00

Donner un contre-exemple si la convergence n’est pas uniforme.

Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme,

AN eN, Vn>N, Vz¢€a;b], |fr(z) — fz)] <€

et en particulier Vn > N, |fu(@n) = f(@n)] <€

Par ailleurs, f est continue puisque limite uniforme de fonctions continues, et par caractérisation séquentielle de la continuité,
sachant que (x,), cy converge vers x,

dN"eN, Vn> N/, |f(zn) — f(z)| <€
Dés lors, pour n > max(N, N'),
|fr(@n) — F(@)] < [falzn) = f(@a)l + [f(20) — fl2)] < 2€

Le réel e ayant été pris arbitraire, on en déduit que

‘ La suite (f,,(z))nen converge vers f(x). ‘

Pour trouver un contre-exemple lorsque la convergence n’est plus uniforme, considérons les suites (,,),,cy €t (fn), cy définies
par

1
2g=0 et VneN, z,=1-— et VYneN, f,: [0;1]] —R

n T "
La suite (fy), ¢y converge simplement sur [0; 1] vers la fonction nulle sur [0; 1[ et valant 1 en 1. La suite (x,), oy converge vers 1,

mais pour n > 1,

Fuln) = (1 - ;)n — exp {ndn (1 - Tll)} :exp(—1+o(1)) e £ ()

n n—-+o0o

‘ Le résultat n’est pas nécessairement conservé si la convergence n’est pas uniforme. ‘

(s5xk) PC CCP 2003

On définit la suite de fonctions (X, ),y Par morceaux en posant, pour tout n € N* et k € N

k
Vxe{k;kJrl{, Xn(x)—<1+1> <1+mk)
n’ n n n

(a). Montrer que x,, est continue sur R, pour tout entier n et que

1 nr—1 1 nr+1
Vr € R, <1+> < xn(z) < (1+)
n n

(b). En déduire que (xn), ey converge simplement sur R, vers la fonction exponentielle.

—~
o
~

. Montrer que (xn),cy converge uniformément sur tout segment de R.

(d). Calculer ngr}rloo e" — Xn(n). En déduire que (xn), cy ne converge pas uniformément sur R.

(a). Soit n € N*. Il est clair que x,, est continue sur |k/n; (k + 1)/n[ pour tout entier k. Il reste donc a vérifier la continuité
en k/n pour k € N*. Mais par définition,

lim x,(z)= lim (1 + %)k_1<1 +x— %) = (1 + %)k

z—(k/n)~ z—(k/n)~
1\ k 1\
et lim  y,(x)= lim (1 + —) (1 +x— —) = (1 + —)
z—(k/n)* z—(k/n)* n n n

ce qui prouve la continuité en k/n. Ainsi,

‘La fonction y,, est continue sur Ry pour tout entier n. ‘
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Exercices SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 3

Soit maintenant x € R, et k 'unique entier tel que = € [k/n; (k + 1)/n[ (précisément, k = |nz]). Par définition de x,
et de k, on a

k+1<nx+1
nr—1<k

1\ k 1N\ Fk+1
(1-1-%) gxn(a:)g(urg) et k<nzr<k+1 d’ou

Sachant que pour tout a > 1, Papplication ¢ — a! est croissante sur R, on en déduit aussitot le résultat avec o = 141/n.

1 nr—1 1 nx+1
Vr € R, (1 + > < xn(z) < (1 + )
n n

. Fixons z € Ry et e € {—1,1}. Alors,

In (1—|—%>mg+E = (nx +¢€)ln (1—|—%) = (nx +¢) (;—&—O(i)) :x—|—0<l) —

n n—-+oo
1 nr-+e
et donc (1 + 7) — exp(x)
n n—-+oo
Cette limite étant valable pour € = 1 et ¢ = —1, encadrement précédent assure que (x,(x)),en converge vers exp(x).

Ceci étant vrai pour tout x € R,

‘La suite (Xn), ey converge simplement sur R vers la fonction exponentielle. ‘

. Fixons n € N*, un segment I = [a;b] de R, et notons

foixr— (ne+1)In(1+1/n) et gn x> (nz—1)In(1+1/n)

de sorte que expogn < Xn < expofy

Pour établir la convergence uniforme de (x,,),, oy vers exp sur tout segment, il suffit de montrer celle de (exp og, )nen et
(expofn)nen vers exp. On se contente de la premiére, la seconde étant similaire. Pour tout = € I,

fn(ff)—l":ln(l—kjl)+x<nln(1+71l)—1)

don \fn(x)fx\gln(lJr%)+b nln(1+;)l‘

Le terme de droite est de limite nulle lorsque n tend vers +oo et est indépendant de x, ce qui prouve la convergence
uniforme de (f,), oy vers la fonction identité sur tout segment de R, .
L’inégalité des accroissement finis appliquée a la fonction exponentielle donne maintenant pour tout réel x
exp(fu(2)) — expa| < |fu(w) —al ( sup exp(t))
tE€[fn(x);z]

On majore a nouveau les quantités de droite indépendamment de z € [a; b] grossiérement :

2] <b [fa@)] <t = (mb-+ 1) In(1+ 1/n)

puis par croissance de exp, sup  exp(t) < exp [max(b, uy,)]
te[fn(x)Z,m]

Finalement, X = exXPllo 0 < 1 = Lallog fa,) €xP [max(b, uy )]

Notons que (uy), oy converge vers b donc est bornée. Ainsi, (expmax(b,un))nen est bornée, ce qui conjuguée a la
convergence uniforme de (f,), oy vers Iidentité sur [a; b] implique celle de (exp o fy)nen Vers exp sur ce méme segment.
D’aprés tout ce qui précéde, on peut donc conclure :

‘ La suite (xn),cy converge uniformément sur tout segment de R, vers la fonction exponentielle.

. Pour tout entier n > 1, n € [n?/n; (n? +1)/n] donc par définition,

2

Xn(n) = (1 + %)n = exp [nQ In (1 + 711)} = exp {n 1 + 0(1)} ~ 12,

2 n n——+o0
Par conséquent, e" —Xn(n) ~ (1 - 6_1/2) e m +o0
Des lors, [IxXn — explog = [€" = xn(n)] ores T
et ainsi ‘La convergence de (Xy), oy n'est pas uniforme sur R, .
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Exercices SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 4

(%) PC CCP 2003
Pour tout € R, on pose ug(xz) = x et pour tout n € N,
Up41(x) = sinu, (x)

Etudier les différents modes de convergence de la suite (uy),,cy-

Soit € R. On peut commencer par remarquer que ui(x) = sinz € [—1;1] qui est stable par sin. Par conséquent, la suite
(Un(x))nen est & valeurs dans [—1;1] & partir du rang 1. Or, sur cet intervalle, la fonction sin est strictement croissante donc
(Un(2))nen est monotone. Elle est donc convergente car bornée et sa limite est un point fixe de sin sur cet intervalle. Puisque 0
est le seul point fixe de sin sur [—1; 1] (et méme sur R, par une étude de fonction élémentaire), il vient que (u,(z)),cn converge
vers 0. Ceci étant vrai pour tout réel z,

‘ La suite de fonctions (u, ),y converge simplement vers la fonction nulle sur R. ‘

Montrons maintenant que la convergence est uniforme. Par croissance de sin sur [—1; 1], on a pour tout réel x
—1<u(z) <1 donc —sin(1l) = u1(—1) < wug(zr) <sinl =wuy(1)

Une récurrence immédiate sur n avec les mémes arguments prouve que
Vn >, Up—1(—1) <up(z) <up_1(1) d’ou [un || < Un—1(1)

D’aprés la convergence simple de la suite, la suite (u,(1)),en converge vers 0, ce qui assure compte tenu de la majoration
précédente que

‘La suite de fonctions (uy,), oy converge uniformément vers la fonction nulle sur R. ‘

ne

@ () MP TPE 2001

1
On définit (P,),,cy par Ph=1 e VYneN, P,,,=P,+ 3 (X - P,?)

(a). Justifier que pour tout z € R, et tout n € N,

Prsa(w) = V3 = (Pala) = V) |1~ 5 (Pala) + V)

Etablir une formule similaire pour P, 1(z) + v/=.

(b). En déduire que pour tout x € [0;1] et tout entier n

VT < Poja(z) < Pu(r) <1

puis la convergence simple de (P, ), oy vers x — +/z sur [0;1].

(c). En étudiant le sens de variation de x — P, (x)—+/z et celui de & — P, (2)++/@ sur [0; 1], déterminer || P, — v/~ | |Oo 0:1]°

(d). En déduire que (P,),, y converge uniformément sur [0;1].

(a) Soit x € Ry et n € N. Alors, r— P,(2)? = (VT — Po(2))(yZ + Py(2))

d’out Pn+1(33) - \/5 = (Pn('r) - \/E) + % (\/> - Pn('r)) (ﬁ"’ Pn(x))

soit bien aprés factorisation

Paia(e) =V = (Pale) = V) [1= 5 (Puli) + V)

De la méme maniére, on établit que

Pra(o) + VE = (Pa(o) + VD) | 1= 3 (Po(o) = vB)
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Exercices SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 5

(b) Soit € [0;1] et n un entier quelconque. On suppose que /= < P, () < 1. D’aprés la question précédente,

Poii(z) = Py(x) + % (z — P,(2)?) < Po()

De plus, on a P, (z) + v/z < 2 sur [0;1] donc

Pria(e) — Vi = (Pale) - va) [1- ToEVT ] 5
—’_20 T

On peut alors conclure par une récurrence puisque /x < Py(z) < 1 pour tout entier z € [0;1].

‘Pour tout x € [0;1], pour tout n € N, \/z < P,11(z) < By(x) < 1. ‘

Pour tout x € [0;1] fixé, la suite (P, (z))nen est donc décroissante et minorée donc convergente. Notons £(z) sa limite.
Pour tout entier n, on a

1
Poya(z) = Pa(z) + 5 (2 = Py (2))*
donc en passant a la limite, il vient
1
l(z) =0(x) + 5 (z — 0(2)?) soit Uz)? == d’on lz) =z

car £(x) est positif car limite d’une suite de réels positifs. Finalement, P, (x) P \/x pour tout x soit
n—-+0oQo

‘La suite (Py,), oy converge simplement sur [0; 1] vers la fonction racine. ‘

(c) Notons pour tout n € N, n iz Pu(x) =T et i x— Pp(x) + /T

Pour n = 0, on a clairement ¢,, et 1, respectivement décroissante et croissante. Si ’on suppose ce résultat vrai au rang
n, la formule de la question (a) montre que ¢, 11 est un produit de fonctions décroissantes positives, donc est décroissante
positive. On démontre de méme que 1, est croissante. Par récurrence,

‘Pour tout entier n, x — P, (x) — /x est décroissante et x — P, (x) + /= est croissante.

D’aprés la question (b), la fonction z — P, (x)—+/x est positive. On vient maintenant de montrer qu’elle est décroissante.
Par conséquent, elle atteint sa borne supérieure en 0 et

HP" - \F| |oo,[0;1] = P, (0)

(d) Par convergence simple de (P,),,cy, on a (P, (0))nen de limite nulle lorsque n tend vers +o0o. D’aprés Iégalité précédente,

’ La suite (P,),cy converge uniformément sur [0; 1] vers la fonction racine. ‘

() TPE MP 2001

Soit m € N* et (P,), oy une suite de polynémes de R,,,[X], convergeant simplement sur [a;b] vers une fonction f. En utilisant
I'interpolation de Lagrange en (m + 1) points distincts de [a; b], montrer que f est une fonction polynomiale de degré au plus
m et que la convergence est uniforme.

Soient g, ..., une famille de points de [a;b] deux & deux distincts. Notons

. X —z;
Vi € [0;m], L; =11 J
J#L Ty — T
les polynémes interpolateurs de Lagrange aux points g, 1, . .., Tpm, pour lesquels on a P;(x;) = ¢; ; pour tous ¢, j € [0;m]. On
sait alors que pour tout P € R,,[X],

K3
car la différence admet les m + 1 points xg, . . ., x,, pour racines donc est le polynéme nul. En particulier, on en déduit que pour
tout entier n et tout réel x € [a;b]

m

P,(z) = ;)Pn(%) Li(z)
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Par hypothése de convergence simple, la suite (P, (x;))nen est convergente, de limite f(z;) et ce pour tout ¢ € [0;m]. On en
déduit donc que

Pu(e) s L@ Lle)  don f(@)= 3 () L)

Des lors, puisque f(x;) ne dépend pas de x et que L; est un polynome,

‘La fonction f est une application polynomiale de degré au plus m. ‘

Pour établir que la fonction est uniforme, notons que L; est continue donc bornée sur [a;b] pour tout i. Par suite, pour tout
entier n et tout réel x,

|Pu() — f(2)] = gpnm) Li(z) - g f (@) Li(x)
< 3 1Pule) = £l | Lifa)

5
=
~—
|
—
—
&
IN

;J [P (i) — f (@) [ Lill o, fas0)

m

et donc 1Pn = flloo < 20 [P (i) — f (@) || Lill o fasn)

Le terme de droite est une somme finie de quantité de limite nulle (car P, (z;) R f(z;)) donc de limite nulle. Par
n—-—+0oQ

conséquent,

La suite (P,), cy converge uniformément vers f sur [a; b]. ‘

(+)

Etudier suivant l'intervalle de définition les différents types de convergence des sommes

—+oo +oo

—n? 2
g e " et E e T
n=0 n=0

Déterminer ensuite leurs limites en 0.

Notons pour tout n € N foiz— e ™ ot g,z x fn(x)

La suite (f,,(z))nen ne tend vers 0 que si x > 0, auquel cas elle est dominée par 1/n? lorsque n tend vers +oo. En ce qui
concerne (g, (x))nen, il en va de méme a l'exception du cas = 0 pour lequel la suite est nulle. Par suite,

Les séries > fn(z) et > gn(z) sont convergentes respectivement pour > 0 et z > 0.
n>0 n>0

L’étude des variations de g, montrent que celle-ci est positive et atteint son maximum en z = 1/n? d’out ||g,|| . R, = 1/(en?).

—+oo
On a donc convergence normale de Y g, sur R;, et la somme est continue sur R.. Par suite, comme Y ¢,(0) =0,
n>0 n=0

+oo
La fonction Y g, est de limite nulle en 0.
n=0

—+oo
On va maintenant chercher un équivalent de F' = >_ f,, en 0 par comparaison-série intégrale. Fixons 2 > 0. Pour tout entier n,
n=0

B 5 n+1 o L,
e(n—&-l)wg et$dt§€nac
n

En sommant pour n allant de 0 & +oo (toutes les séries convergent, le terme général étant dominé par 1/n?), on obtient
I’encadrement

F(r)-1< / R F(x) soit / et dt < F(z) <1 +/ et ¢
0 0 o

Or, par changement de variable affine v = \/xt, on a
+ +
/ Ooe_tzw dt = i/ Ooe_“2 du= ]
0 vV Jo 2z
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T
et donc, par encadrement F(x) ~ —
z—0 2x

+oo
a fonction > f,, est de limite +oo en 0F.

En particulier, L
n=0
[9] ()
Soit @ > 0. On note I = |—a;a et on considére f € C*(I,R) telle que f(0) = 0 et A € ]0;1[. Déterminer les fonctions ¢
continues sur [ et telles que
Veel,  pr)—e(Ar) = f(z) (%)

Raisonnons par analyse-synthése en considérant ¢ continue sur I vérifiant (x). Soit = € I. Alors, pour tout entier n, A"z € I et
ainsi
p(A\"z) — (A" lz) = f(A"2)

En sommant ces égalités pour n allant de 0 & N € N, il vient par téléscopage
N
p(a) — p(\VH1z) = Eof(k”w)

La fonction f étant de classe C* sur R, la quantité f(z)/z admet f’(0) pour limite en 0, donc est bornée au voisinage de ce
point. Par conséquent,

fl@) = O(x)  dou  f(AVz)=O0(\)

z:O

Cette domination assure que la série Y. f(AVz) est convergente. Par continuité de ¢ en 0, on a de plus p(ANx) qui tend vers
n>0
©(0) lorsque N tend vers +o00. En passant a la limite, on obtient finalement

veel,  g(a) = p(0) + if(A%) (+)

Réciproquement, vérifions que les fonctions de la forme (xx) sont bien continues et solutions de (x). Pour établir la continuité,

on utilise le théoréme de continuité des séries de fonctions a > f,, avec
n>0

Vn e N, fn: I —R
x— f(A\"z)

Notons J = [-a/2;a/2]. La fonction f" est continue donc bornée sur J. Soit donc m = [|f’|| . ;. En appliquant I'inégalité des
accroissements finis entre 0 et z, on obtient

veeld,  |f(x)] <mlxl

Soit maintenant [a;b] un segment de I. Pour n suffisamment grand (le rang ne dépend que de a et b), on a [A"a; \"b] C J et
donc

YV € [a;b], AN eJ d’on [fn(2)] < m|z| A" < mmax(|al, [b])A™
On a donc justifié que | falloo fasp) = OA™)
ce qui assure la convergence normale sur tout segment de la série >_ f,, et donc la continuité de la somme. Les éléments de la

n>0
forme (xx) sont donc des applications continues. Pour finir, quelle que soit la valeur de ¢(0), on a par changement d’indice

400 +oo +oo +oo
Pla) = o) = 5 F(a) = T FOHa) = 3 00) = 3 ) = f(a)
On peut donc conclure. Les fonctions ¢ continues vérifiant (x) sont celles de la forme

Vo € I, o(x) = p(0) + Jrzj)f()\”x)

avec ¢(0) arbitraire dans R.

(%)
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+oo

(2
Soit f définie par flz) = sin(z”)
; ch(nz)

Préciser le domaine de définition de f, etudier la continuité de f et donner enfin la limite en +oo de cette fonction.

(2
Notons pour tout entier n fnix— sin(z”)
ch(nx)
La fonction f,, est définie sur R, paire et pour tout > 0, on a
nr
sin(z?)] <2? et  ch(na) > 67 d’ott |fn(2)] < 222772

2€7nx

Une étude rapide de fonctions montre que & — 2x atteint son maximum sur R, en 2/n et que ce dernier vaut 8e~2/n?.

On en déduit via la majoration précédente que ||f,||, = O(1/n?) et la convergence normale de la série de fonction Y f, sur
n>0
R, puis sur R par parité. Par suite,

‘La fonction f est définie et continue sur R. ‘

+oo
Fixons maintenant z > 0 et notons g(x) = >, ———. Pour tout entier n, on a
n=och(nz)

IN

1 - /”+1 dt 1
ch((n+ 1)xz) — J, ch(tz) ~— ch(nx)

En sommant ces inégalités pour n allant de 0 & +o0o (chaque série converge car le terme général est négligeable devant 1/n?),

il vient
(x)_1</+°o @) soit /ﬂo i (w)<1+/+w dr
g chx — J, =9 o ch(tx) — 9= o ch(tx)

L’intégrale se calcule alors facilement

oo gt +oo gert 2 too 9
/ = / 762 dt = [ arctan (e‘”’)] = —
o ch(zxt) o (e®t)? +1 x 0 T

et par encadrement, compte tenu du fait que 1/ch(xz) = o(1/z) en +oo,

g(z)

™
~ _
z—+oo 20

o 7 sin(x?)
et ainsi f(z) eloo 9y p—— 0

)

Pour tout réel x, on pose

0=

Etudier le domaine de définition, la continuité et enfin la limite en +oo de f.

1
vn? + z2

Pour tout = € R, la suite (f,(2))nen est positive, décroissante et de limite nulle. En vertu du critére spécial de convergence des

Pour tout entier n > 1, on note fnix—

séries alternées, la série > (—1)""1f,(z) converge et
n>1

‘La fonction f est définie sur R. ‘

Soit n € N*. Il est clair que f, est de classe C* sur R avec pour tout z € R

—x 222 — n?

Ih@ = tapr ¢ R@ = s

On en déduit les variations de f/ et notamment le fait que |f/| soit maximal en x = n/v/2 et ainsi que

n 1 pr _ 2 1 _ i
|| || ||f 3\/§n2_0(n2)

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions puisque
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e La série Y (—1)"~!f, converge simplement sur R.
n>1

e Lasérie Y (—1)""!f/ converge normalement sur R.
n>1

En vertu du théoréme, La fonction f est de classe C! et donc continue sur R.

Pour déterminer la limite en +oo, il suffit d’appliquer la majoration du reste d’une série alternée. On en déduit aussitot que

1
Par majoration directe, La fonction f est limite nulle en +oo.
(%) PC X 2009
S Py
it P T —
oi frx ngl o

(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Montrer que f est lipschitzienne.

(¢) Donner un équivalent simple de f(x) lorsque x tend vers +occ.

T

(a) Notons pour tout n > 1 fnixr— 2212

Pour tout x non nul, on a f,(z) ~ z/n? lorsque n tend vers +oo donc le critére de Riemann prouve que > f,(z)
n>1

converge. Par ailleurs, f,,(0) =0 la série > f,,(0) est également convergente. Par conséquent,
n>1

‘ La fonction f est définie sur R. ‘

(b) Soient x,y appartenant & R et n > 1. On peut remarquer que

I it I [Ca ) N n? —ay
fn(l) fn(y)_ (x2+n2)(y2+n2) _( y) (x2+n2)(y2+n2)

Par symétrie des roles, on peut supposer |z| > |y| et alors,

|n? — zy| < n?+ |zy| < n? + 22 et n’ — 2y < ! <i
- - (22 +n2)(y?+n?)| ~ y2+n? ~ n?
. 1
Par suite, |fn(z) — fr(y)] < ) lz —yl
En sommant pour n > 1, on obtient I’encadrement
2
et donc ‘La fonction f est lipschitzienne. ‘

Remarque : On pouvait aussi montrer que f était dérivable grace au théoréme de dérivation sous le signe somme, puis
que sa dérivée est bornée sur R.

¢) Fixons x > 0 et posons h:t— ———
(c) P 2 412

La fonction h est continue, décroissante et intégrable sur R,. Pour tout entier n € N*,

/th(t) dt < h(n) g/n h(t) dt

1

+oo “+oo
puis en sommant de 1 & +oo, / h(t)dt < f(x) < / h(t) dt
1 0
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Or pour a € {0,1} /+Ooh(t) dt /Mo /T arctan(t/n)["® = T — arctan(a/x)
r pour a = ———— = |arctan(t/z = — —arctan(a/x
P e, o Lt (t/z)? @ T3
+o0 T
et notamment / h(t) dt —— —
a r—r+00 2
s
P T
ar encadrement, on a donc f(z) o

(k) PC Mines 2009

67711

+oo
LT
f v n§1n+x

Déterminer le domaine de définition de f et la continuité de f sur ce domaine.

Déterminer un équivalent de f(x) quand z tend vers 0T,

—nxT

Notons pour tout n > 1 fnixr—
n+x

Pour tout réel z, on a f,(x) ~ e~ /n lorsque n tend vers 0. On en déduit immédiatement par croissances comparées

que la série Y f,(z) diverge grossiérement pour z < 0 et converge pour > 0. Pour x = 0, le critére de Riemann assre
n>1

la divergence de la série Y f,(0). Ainsi,
n>1

‘La fonction f est définie sur R¥.

Soit maintenant [a;b] un segment inclus dans R%. Alors, pour tout n > 1, || fn||, = fn(a) qui est le terme général

[asn]
[a;
d’une série convergente. On a donc convergence normale sur tout segment de R} de la série de fonctions Y f,. Le

n>1
théoréme de continuité prouve alors que

‘La fonction f est continue sur RY. ‘

+o0 p—NT

Pour tout & > 0, remarquons que > € =—In(l—e7)
n=1 T

Considérons donc A(z) = f(z) +In(l —e™®)

“+ o0 efnz +o0 efnz
n=1M+ n=1 T
—+o00 ef’l’baj

Alz) = —x >

n=1 n(n + .13)

Si l'on définit sur R% Dapplication g, : « — e~ "*/(n(n + x)) pour tout n > 1, on peut remarquer que ||g,||, = 1/n?

qui est le terme général d’une série convergence. On a donc convergence normale de la série de fonctions Y g, sur R,
n>1

ce qui permet d’appliquer le théoréme d’intervertion limite/somme et de conclure que
T em® too 1 w2
S — % —
n=in(n+x) =—0 =in? 6 z—0
De plus, lorsque x tend vers 0,

In(l-e®)=In(1-(1-2+0(?))=In(z+0(*)) =nz+In(l+O0(x)) ~Inz

Avec ce qui précéde, on peut donc conclure que

~ -1
f<x)x~>0+ e
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(%) PC Mines 2016
+oo

Soit fit— S etV
n=1

(a). Donner le domaine de définition D de f. Monter que f est de classe C* sur D.
(b). Déterminer la limite de f en +oo.

(c). Déterminer un équivalent lorsque ¢ tend vers 07 de f(¢).

Fixons ¢ > 0. L’application ¢; : u — e~ V% est décroissante sur R, et pour tout n € N*,

/:Hgt(U) du < g¢(n) < /n 1gt(U) du

n—

Notons que g; est intégrable sur R, car dominée par t — 1/t au voisinage de +o0o. L’encadrement ci-dessus ne concerne donc
que des termes généraux de séries convergentes. Cela permet d’obtenir, en sommant pour n allant de 1 & +o0,

+o0 +oo
/1 gr(u) du < f(t) < / 0e(u) du

Soit @ € {0,1}. En posant s = t\/u, d’'ott u = s%/t? et du = 2sds/t?, il vient

+00 9 [toe 9 [too +o0
du=2 “sds o~ = —5q —ds=T(2) =2-1)=1
/a gt(u) du t2/t se”*ds ~ t2/0 se *ds avec /0 se *ds (2)=( )

\/E
Finalement d t f(t) 2
malemen ar encadremen ~ =
P t—0+ t2
() PC Centrale 2009
+oo e nT
Soit fix— P —

n=0 1+ \/ﬁ
(a) Déterminer le domaine de définition de f et justifier que f est de classe C*° sur ce domaine.

(b) Déterminer la limite de f en +00 et un équivalent de f(z) quand x tend vers 0.

—nx

&
1++/n

Pour tout réel x, on a f,(x) ~ e " //n lorsque n tend vers 0. On en déduit immédiatement par croissances comparées

(a) Notons pour tout n € N fnix—

que la série > f,(z) diverge grossiérement pour x < 0 et converge pour x > 0. Pour = 0, le critére de Riemann assre
n>1

la divergence de la série Y f,(0). Ainsi,

n>1

‘La fonction f est définie sur RY.

Il est clair que f,, est de classe C*> pour tout entier n, avec pour tout p € N,

), _ Zn)Pe ™ : . ] o)
Ve >0, [P () T vn puis V[a;b] C R, an

Appliquons le théoréeme de dérivabilité de la somme d’une série de fonctions.

‘ nPe= "¢ 1
= = 0 —_—
00, [a;b) 1+ \/ﬁ n2

P . *
e la série > f,, converge simplement sur RY.
n>0

e pour tout entier p € N*| la série ) fn(p ) converge normalement sur tout segment de RY.
n>0

Le théoréme peut donc s’appliquer et prouve que

‘La fonction f est de classe C*° sur RY.

(b) Appliquons le théoréme d’interversion limite/somme en se plagant sur [1; +o0o[. Alors,
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e pour tout n € N, la fonction f,, a une limite en +00, qui est égale & 1 si n =0 et 0 sinon.

e pour tout n € N, on a || full (1,400 = €7/ (1 4+ V1) = o(1/n?) d’ott la convergence normale de la série de fonctions

> fnosur [1; o0l
n>0

Le théoréme s’applique et prouve que

La fonction f est de limite 1 en 4oc0.

Pour obtenir 1’équivalent de f en 0%, commencons par déterminer un équivalent en 07 de

00 T

g:T—
nzz:l n

On proceéde par comparaison série-intégrale. Soit = € |0; 1. Pour tout entier n > 1,

n+1l —axt e~ e n —xt

C_a<t_ < C_a
n \/{€ _\/ﬁ_nfl\/i

On somme pour n allant de 1 & 400 (la preuve de la convergence est laissée au lecteur) et il vient

+0067mt +Ooefzt
dt < g(x S/
[ Fasaas g

+0oo —u

+o00
Par changement de variable u = xt, puis en utilisant 1’égalité / du =2 / e’ dv = \/, il vient
0

0

8

N3
glz) ~ =
z—0+ \/E
Majorons maintenant la quantité A(z) = f(x) — g(x). Pour tout = € ]0; 1],
e*nw

s -1 S (DL L)
B n=1 1 + \/ﬁ \/ﬁ B n=1 \/ﬁ(l + \/ﬁ)

00 g—nT

et donc |A(x)] <1+

=1—In(l—e""
P n(l —e™)
On vérifie facilement que —In(1 — e™%) ~ —Inx lorsque z tend vers 07. Cette quantité étant négligeable devant 1/+/x
au voisinage de 0, on en déduit que A(z) = o(g(x)) et donc f(x) ~ g(x). Ainsi,

VT

flz) ~ —=

z—0*t \/.5

(%) PC X 2011

400 einz
Etudi : .
udier f $'—>n§1(1+n2)(1+lnn)

einac
(I1+n2)(1+1nn)
La fonction f,, ainsi définie est de classe C* sur R avec pour tout entier p € N et tout réel z
(Z'n)peinx
(I+n2)(1+1nn)

Soit n > 1. On note fnix—

nP nP—2

‘oo (14+n2)(1+1nn) ~ Tan

fuP () = £,

d’ou ’

On en déduit que la série 3 f,,?) converge normalement sur R si et seulement si p = 0 car la série de Bertrand 3 1/(nlnn)
n>1 n>2
diverge (preuve par comparaison série-intégrale). Cela assure néanmoins que

‘La fonction f est définie et continue sur R.

Etudions maintenant le caractére dérivable de f, voire C¥ de f. D’aprés ce qui précéde, le théoréme de dérivation terme a terme
ne permet pas de conclure sur une quelconque dérivabilité de f. Pour conclure, il faut donc exprimer f d’une autre maniére, ce
qui va se faire via une transformée d’Abel. Fixons = € R, et notons

1

* = _ = 1kx
Vn € N*, Uy = (TS EaY)) et Spl(z) = kgoe
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Alors, F@) = S ttn (S (2) — Sucr ()
7}:&1 +oo
= ;lunsn(m) - Z::Oun-‘rlsn(x)

ﬂm:m%i&mmwwmn

La suite (S, (0))nen n’est pas bornée. En revanche, pour tout z € R\ 77, on a

i(n+1)x
Sute) = [ | <
De la méme maniére,
81 (@) = | DT 1ot ] 2
1 — e (1_611)2 |1_6zr| |1—6”|2

On en déduit notamment que pour tout segment I de la forme [§; 27 — ] avec 0 < § < m,

2 n+1 2
—_— = 1 t 4 n -
()OL; ~ ‘1 eZ(S| O( ) € HS ||oo I(; — ‘1 ez§| |1—e7‘6‘2 O(n>

[15n]]

et enfin 1S (up — un+1)”oo,15 = O(tn — Unt1) et 157 (un — Un+1)|‘oo,15 = O(n(up — Un+1))

Les séries > (up — unt1) €t Y n(u, — u,11) convergent : la premiére convergence s’obtient par téléscopage, la seconde par
n>1 n>1

une transformée d’Abel dans l'autre sens. On en déduit que > Sy (upn — tny1) et > S) (ty — Upt1) convergent normalement
n>1 n>1

sur tout segment de ]0; 27[. Dés lors, le théoréme de dérivation terme a terme s’applique avec la nouvelle expression de f, et

ainsi, f est de classe C* sur |0; 27[. Par 27-périodicité,

‘La fonction f est de classe C! sur R\ 7Z. ‘

Remarque : 1l semble difficile d’obtenir des réponses quand a la dérivabilité en 0, ou sur une éventuelle dérivée seconde de f.
La question est suffisamment vague pour qu’on envisage que ces réponses ne soient pas attendues.

(%) MP Mines 2011

Soit f: R, — R, continue, décroissante et intégrable. Montrer que
—+oo

h h) ——
S o [ s
. . & na”
En déduire un équivalent de Y -

n=1

— lorsque z tend vers 1~

Soit n € N*. Pour tout h > 0, on a par décroissance et positivité de f
(n+1)h nh
[ rwasniam < [ g
nh (n—1)h

Notons que les intégrales sont les termes généraux d’une série positive convergente, par positivité de f. Cela assure la convergence
de > f(nh), et en sommant pour n allant de 1 & 400 I'encadrement précédent, on obtient

n>0
+oo +00 +oo
f)dt <h 3y f(nh) < ft)de
h n=1 0
Cette encadrement prouve aussitdt que
+oo

hzlf(nh)—> | ft)dt

“+o0
Soit maintenant x € ]0;1[. On remarque immédiatement que la série > na™/(1 — 2™) converge car c’est une série a termes
n=1

positifs dont le terme général est équivalent & n 2", terme général d’une série convergente car dominé par 1/n? lorsque n tend
vers +o0o. Ensuite, pour tout entier n, on a

n e Inz efnh

a h=-1
1—gn - 1 — enlnz - 1 —e—nh avec =—-nr

Lorsque x tend vers 17, h tend vers 0" ce qui améne & utiliser ce qui précéde avec f: ¢t —— te t/(1 —e™t). Ainsi,
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too n g™ 1 tee
nz=:11 —an B Englf(nh)

La fonction f se prolonge par continuité en 0 par 1, et est intégrable en +oo car équivalente a te=! = o(1/t?). Il faut encore
vérifier la décroissante sur R, . Cette fonction est C! sur R* avec pour tout ¢ > 0,
t 1 tet et(l1—t—et)
t) = d’Ol\l ’ t) = — =
1) 7' et—1 (et —1)2 (et —1)2

et —1
La convexité de ¢t — e~ montre que 1 —t — e~* < 0 pour tout ¢ € R, et donc que f’ est bien négative sur R*. Ainsi, f est
décroissante.

Le résultat établi précédemment assure maintenant que

WS o) —— [ peya= / et
0 0

n—=1 h—0t 1—et

1 oo 1 [T tet oo o 1 teo pet
d’ov — h) ~ — —dt it —_— ~ dt
ot hn;f(" ) h—0+ hz/o 1—et SOl n; 1—2am 21— (In I)Q/O 1—et

L’équivalent se simplifie en remarquant qu’au voisinage de 1, Inx ~ (x — 1). De plus, l'intégrale se calcule grace au théoréme
d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque. En effet, Pour tout ¢ > 0,

te !
1—et

+oo +o0
=te P> e = 3" g,(t) avec  gp :t— te (P!
n=0 n=1

Vérifions les hypothéses du théoréme :

e Pour tout entier n, la fonction g, est continue et intégrable sur R*, car prolongeable par continuité en 0, et dominée par
t — 1/t% en +o0.

e Par construction, la série Y g, converge simplement vers g qui est continue sur R*.
n>0
+oo +oo ( ) 1
e Enfin, pour tout entier n € N, / )| dt = / te= i qt = ——
b ot ae= | RS

qui est le terme général d’une série convergente.

—+oo 400 +oo
Le théoréme s’applique et ainsi fydt= > < / gn(t) dt)
0 n=0 \J0
+o0 —t 2
te e 1 0
50t dt=Y — = —
sl /0 1—et ngo (n+1)2 6

too g™ 2 1

Sl —am s 6 (x—1)2

Pour conclure

(%) PC Mines 2011
S s
it T x>
ol [ ngll T+

(a) Déterminer le domaine de définition de f. La fonction f est elle continue sur ce domaine ? de classe C* ?

(b) Donner un équivalent de f(z) quand z tend vers 1~.

.,L.’ﬂ
a) Notons pour tout n € N* T —
(a) P fn T

La fonction f; n’est pas définie en —1. Pour tout « € |—o0; —1[U]1; 400}, la quantité f,,(x) tend vers 1 lorsque n tend vers

+oo donc la série Y f,,(x) diverge grossiérement. Il en est de méme si x = 1. Enfin, pour |z| < 1, on a |f, ()| ~ |z|" qui
n>0
est le terme général d’une série convergente. Le théoréme de comparaison prouve alors que Y f,,(z) converge absolument
n>1
donc converge. Finalement,

La fonction f est définie sur |—1;1]. ‘
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Notons que pour tout n € N*, la fonction f,, est de classe C* sur ]—1; 1] avec

,nxnfl

Ve e]-1;1], (1) = ——
el il A = G
Si [—a; a] est un segment inclus dans ]—1; 1[, on en déduit que pour tout n > 1,

nan—l

anHoo,[fa;a] < m = O(a’n)

On en déduit donc que

e la série de fonctions ) f, converge simplement sur |—1;1[.
n>1

e la série de fonctions ) f/ converge normalement sur tout segment de |—1;1].
n>1

Le théoréme s’applique et prouve que

’ La fonction f est de classe C! sur |—1;1]. ‘

(b) Fixons x € |0; 1] et notons h: Ry — R
th etlnm
t —> =
14+t 1+ et Inx

On vérifie facilement que f est continue, décroissante et intégrable sur R, (car négligable par croissance comparées
devant t — 1/t% en +00). Pour tout n > 1,

n

/Mh(t) dt < h(n) g/ h(t) dt

n—1

d’ott en sommant pour n allant de 1 & 400 (la convergence est assurée par l'intégrabilité de h)

+oo +oo
[ noa<s@s [ na
1 0

En effectuant le changement de variable affine u = —t1nx dans l'intégrale, il s’ensuit que

1 +o0o —u 1 +oo —u
/ eidug flz) < / © du
—Inz /) ., 1+e¥ —Inz/, 14e

Notons que —Inx ~ 1 — z lorsque x tend vers 1. De plus,

+oo e n
— du=[-In(l+e ) > =1n2
|t mt e <

L’encadrement précédent permet de conclure que

In2

~Y
z—1- 1 —x
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